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1.1. Réwnania kwadratowe - powtorzenie

Réwnanie kwadratowe moze mie¢ dwa pierwiastki, jeden pierwiastek lub moze
nie mie¢ pierwiastkow.

Twierdzenie

Rozwazmy réwnanie kwadratowe ax® + bx + ¢ = 0 oraz jego wyréznik
A = b* — 4ac.

1. Jesli A > 0, to rownanie ma dwa pierwiastki:

—b—/A o — —b+VA

'Ti: . Lg =

2a 2a
2. Jesli A = 0, to réwnanie ma jeden pierwiastek podwdjny:
s
iy

3. Jesli A < 0, to réwnanie nie ma pierwiastkéw.

Przykiad 1

a) Rozwiaz réwnanie 22° — 9z + 9 = 0.

Obliczamy wyrdéznik rownania kwadratowego.
A=0b—dac=(-9%—-4-2-9=81-72=9 > 0, wigc réwnanie ma dwa
pierwiastki. VA = /0 =3

_ —b—VA _ 9-3
- 20 4

—b+vVA 943 _

2a 4 3

Iy Iy =

b G

b) Rozwiaz réwnanie 3x% + 3z — 1 = 0.

A=b—4dac=3"-4-3-(-1) =9+ 12 = 21 > 0, wigc réwnanie ma dwa
pierwiastki. VA = /21
—b—vA _ =321

_ =b+vVA 34421
2a 6 — o '

2a §

Ir = o

Rozwiaz rownanie %J.‘L} —6x+4=0.
b* —4ac=(—-6)2—4-2-4=36-36=0

)
= (), wigc rownanie ma jeden pierwiastek podwojny:
b G 4

Ty =——=
Y 2 5 4

c)
A
A

d) Rozwiaz réwnanie 3a* — dz + 2 = 0.

A=b—dac=(-4)?—-4-3-2=16—24= -8

A < 0, wiec rownanie nie ma pierwiastkow.

1. Zastosowania funkcji kwadratowe;



Cwiczenie 1

Rozwiaz réwnanie.

a) 22 +3x—18=0 d) 42 - 122 4+9=0 g) 2¢2 —5x+4=0
b) 222 +3x—-2=0 e) 2+3x—-2=0 h) 322 -2z -3 =0
¢) 522 —1124+2=0 f) 222442 -1=0 i) 22 —3v2x+4=0

Aby rozwiazaé¢ réwnanie kwadratowe postaci ax® + bz = 0, jego lewa strone
rozkladamy na czynniki.

Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie —3z% + 48z = 0.
‘ . Hoeczyn czynnikow jest
—3z(z —16) =0 o
rowny zero, gdy ktorys

r=0 lub z—=16=10 # nich jest réwny zero.

Pierwiastkami réwnania sa liczby 0 1 16.

Cwiczenie 2
Rozwiaz réwnanie.

a) 222 -6z =0 ¢) 3z +4z* =0 e) 5z = 1022
b) %:r.""r — %J‘ =0 d) -—%;z: — 622 =0 f) %;r'z - %.—x = %:f:'z

Niektore rownania kwadratowe mozemy rozwiazac¢, korzystajac ze wzoru na
roznice kwadratow, kwadrat sumy lub kwadrat réznicy.

Przykiad 3

a) Rozwiaz réwnanie 162* — 1 = 0.
Korzystamy ze wzoru na réznice kwadratéw: a® — b* = (a — b)(a + b).
(dz —1)(dx+1) =0
dr—1=0 lub 4dz+1=0
dr=1 lub 4z = -1

Zatem rownanie ma dwa pierwiastki: —-'li i 3{

b) Rozwiaz réwnanie 42? + 4o + 1 = 0.
Korzystamy ze wzoru na kwadrat sumy: a* + 2ab+ b* = (a + b)°.
(2z+1)2=0
20+1=0
28 =]

Roéwnanie ma jeden pierwiastek: z = —%.

1.1. Rdwnania kwadratowe — powtdrzenie
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Cwiczenie 3

Rozwiaz rownanie, korzystajac ze wzorow skroconego mnozenia.

a) 4z® —25=10 ¢) 22+ 14z +49 =0 e) 25+ 2% = 10z
b)1—=322=0 d) 92 + 6z +1=10 f) 4z +15 =20z —10

1
Przypomnijmy, ze posta¢ y = a(x — x)(x — x5), gdzie a # 0, nazywamy
postacia iloczynows funkcji kwadratowe;.

Wyrazenia @ — x, i @ — 2 nazywamy czynnikami liniowymi.

Liczby x; i x5 wystepujace w postaci iloczynowej sg miejscami zerowymi (pier-
wiastkami) tréjmianu kwadratowego y = a(x—z,)(x—xs), czyli pierwiastkami
réwnania a(z — xy)(x — x2) = 0.

Dany jest tréjmian kwadratowy y = ax? + bx + c.

= Jesli A > 0, to tréjmian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej

y = alx —x;)(x — x3), gdzie x;, x5 sa pierwiastkami tego tréjmianu.

= Jesli A =0, to tréjmian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej

y = a(x — xq)?, gdzie xq jest pierwiastkiem podwdjnym tego tréjmianu.

u Jesli A < 0, to tréjmianu nie mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej
(nie mozna go rozlozy¢ na czynniki liniowe).

Przykiad 4

Przedstaw tréjmian kwadratowy y = 2x° — & — 3 w postaci iloczynowej, jesli
to mozliwe.

Obliczamy wyréznik:

A=b—-dac=(-1)>-4-2-(=3)=1+424 =25 > 0, wiec tr6jmian ma dwa
pierwiastki. VA = /25 =5

_ —b—vVA _ 1-5
o 2a 4

—b+vVA 145

3
2a 4 2

T = ], @g=

Postaé iloczynowa tréjmianu: y = 2(z + 1) (z — 2).

Cwiczenie 4

Wyznacz pierwiastki tréjmianu kwadratowego i przedstaw go (jesli to moz-
liwe) w postaci iloczynowej.

a) y=6z°+ax—1 d) y= %;1.‘2 — 3z — % g) y=—-9r2 +1

b) y = 22* — bx + 2 e) y=a*+2r—4 h) y=—12%— 32

c) y=—-z*+Jz -1 f) y=—-3224+2z+2 i) y=4x?—4x+2

3

1. Zastosowania funkcji kwadratowe;



Zadania

1.

Oblicz wyréznik rownania kwadratowego i okresl liczbe jego pierwiastkow.
a) 22 —3x+4=0 d) 42 +202+25=0 g) 8x2+3x =0

b) 52?+3z—2=0 e) 62°—3z+1=0 h) 522 =9 =0

¢) —322+4+2x+9=0 f) —222 -2z +G 0 i) S22 +2=0
Rozwigz roéwnanie.

a) #*—bz—T=0 d)4z*-2z+3=0 g) 252° + 52— 6 =10
b) 222 +Tx —4=0 e) 52°+22+1=0 h) 22° — 6/2x +9=0
c) 4 +5z+1=0 f) —62°+z+1=0 i) 32°—Zx+1=0

Rozwiaz rownanie.

a) 22 +1=5—22 d) (2£—1)(i+1):2 g) (1—;5}2::1-
b) 3(z®+1)=5 e) (x+1)*=(1—-2z)> h) Bx+1)*=9
¢) (x—1)*=-2r f) Be—-2)*=2x+3)* i) (2z—-1)*=4

Rozwiaz rownanie.

o\ 1-2% 2?1 A (B+2)2 o (@+3)? o (@+1)?  (2+4)2
8) —5-="3 ) =3 2="3 ¢) Y5 = !
N z(x—=2) : I[:i:-i-3}"~£ 2 (z+4)° (1—3x)? _{i I
b) 5= —=5==0 d) = =2+ f)——— i

Liczby @, i x» sa miejscami zerowymi funkeji f. Oblicz |z, — @4

a) f(z)=(z+3)(z—3) ¢) f(z)=(z+2—V5)(z+2+V5)

b) f(z) = 4a(x — V2) d) f(z)= (1’ = I_:rﬂ)(“ = 1_+2\,=‘_§)
Wyznacz argumenty, dla ktoryeh funkcja f przyjmuje wartosé rowna p.
a) flz) =a*+4x—13, p=2=8 ¢) fzx)=—4z*+ 24z, p=9

b) f(z) =3x*+ 11z -6, p=—2 d) f(z) = 32* +4z, p= -3

Wyznacz argumenty, dla ktérych funkcje f i g prayjmuja rowne wartosci.
a) f(x)=2%+12, g(x) = —2®+ 11z ¢) f(z)=(2x—-1)% g(x) =3z -2
b) f(z) = 2% — =z, g(z) = 32® — 3z d) f(zx) = (B2+2)? g(x) = (z—4)?
Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.

a) y=a*+2xr—24 d) y = —a* + 14z — 49 g) y=32*+2z+4
b) y = 22°—11z+15 e) y=—4z*—122-9 h) y=32° — 42 +3
c) y=32>—2x—3 f) y=—-32*+2x+ 3 i) y=322-5z+4

1.1. Rdwnania kwadratowe — powtdrzenie
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1.2. Nierownosci kwadratowe -
powtorzenie

Przyktad 1

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji
1 BT o o, S s S Sl P, o ey e PR

kwadratowej f(z) = 3% —zx—3. Jej miejscami

zerowymi sa liczby —1 1 3.

Z wykresu mozemy odezytac¢ rozwiazania odpo-

wiednich nierownosci, np.:

122 — 2z — 2 > 0dlaz € (—oo0;—1) U (3;00),
12? —ir—3<0dlaxrxe (-1;3).

Cwiczenie 1
Na rysunku obok przedstawiono wykresy funkeji
flz) = —%;{:2 =4 %.r.: +21ig(x) =a® — 6 + 8.

Korzystajac z tych wykresow, podaj rozwigza-

nie nierownoscl.

a) —gt?+3zx+220 ¢) 2* —6x+8>0
b) =32’ +352+2<0 d) 2* —6x+8<0
Przyktad 2

Rozwiaz nieréwnosé 3z — 4o — 15 < 0.

Zaczynamy od rozwiazania réwnania 322 — 4x — 15 = 0.
A= —dac=(—4)2—4-3-(-15) =16+ 180 = 196, VA = /196 = 14

Pierwiastkami réwnania sa liczby:
L _ VA _4-14 _ 5 —b+VE 4414
1= "2¢ ~ 6 3 2 6
Szkicujemy parabole o ramionach skierowanych do gory (wspdlezyvnnik przy

x? jest dodatni), przechodzaca przez punkty —'-;’- i3 naosi OX.

Lo =

Ze szkicu wykresu odezytujemy: A
322 —4z—15< 0 dla z € (-%;3)

Rozwigzywanie nierownosci kwadratowe] sklada sie z kolejnych etapow:
» rozwiazanie odpowiedniego rownania,

» naszkicowanie odpowiedniej paraboli,

= odezytanie z rysunku rozwigzania nieréwnosci.

1. Zastosowania funkcji kwadratowe;



Przykiad 3

Rozwiaz nieréwnos$¢ —2x% + Te — 4 < 0,

Rozwiazujemy réwnanie —2z2 + 7o — 4 = 0.
A= —4dac=T"—4.-(-2)-(-4)=49-32=17, VA =17
Pierwiastkami rownania sa liczby:

-b—vA  =7-V1T _ T+VI7 " —b+vVA  =THVIT  T=1T
% @ 4 4 TWET T wa < & 4

I =

Szkicujemy parabole o ramionach skierowanych w dél (wspdélezynnik przy 22

Tov17 3 TEVIT pa 0si OX.

jest ujemny), przechodzaca przez punkty

4 4
Ze szkicu wykresu odezytujemy:
—2r°4+Tr—4<0dlaze€ (—DC-; et I’ﬁ) U (ifi 7 cx:) TV zeiN\ X

Zauwaz, ze zamiast nieréwnoéci —2x* + 72 — 4 < 0 mozemy rozwigzaé réwno-
wazng nieréwnosé 22% — 7o +4 > 0.

Cwiczenie 2
Rozwiaz nieréwnosc.

a) °+5x <0 c) 2r*+Tx—4>0 e) ba?—2r—-1>0
b) —da* +x <0 d) =32+ 112 —62=0 f) —32>-3243<0
Przykiad 4

Rozwiaz nieréwnosé 9 — 12x +4 > 0.

Rozwiazujemy rownanie 92° — 122 + 4 = 0.

A=b—dac=(—12)2—4-9-4 =144 — 144 =0

g ie ma ieden pierwis P g o
Rownanie ma jeden pierwiastek: 5T S =g, \ /
Szkicujemy parabole o ramionach skierowanych do gory. i

Jedyny punkt wspoéluy paraboli z osia OX to (%, (]) , 2 =
Odezytujemy rozwigzanie nieroéwnosci:
92 — 12z 4+4>0dlazx € (—-x-: %) U (%oo)
Cwiczenie 3
Rozwigz nieréwnosc.
a) 922 — 12z +4 >0 b) 922 — 122 +4 <0 ¢) 9° — 122 +4 <0

Cwiczenie 4
Czy nierownosc jest spelniona przez kazda liczbe x € R, cay jest sprzeczna?
a) 4 +1>0 b) —a?-2<0 ¢) 922 +4<0

1.2, Nierdwnosci kwadratowe — powtdrzenie



Zadania

1.
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Rozwiaz nieréwnosc.
a) 322 +2:—-1<0
b) 222 +52z—-3>0
¢) —4x*+5x—1<0 f)

Rozwiaz nieréwnosc.

a) —a2+6z-9<0 ¢

Rozwiaz nieréwnosc.

a) o +2r>z+1 c)

b) 52*+4 < 102—202* d) —22° + 5z > 1

Rozwiaz nieréwnosc.

a) 2z +1)2+(2-3)2 <10

b) 3z — (1 —2)* > (2 — 2)(z +2)
c) (x=3)2-7< (2x—1)3
Wyznacz zbiory ANBi A\ B.

322 +3z+6>0
b) 922 —6z+12>0 d) g2’ +3iz+3<0 f)

3z -2r+1<z )

d) —2? +4dx+120 g) 2*+52-5<0
¢) —2*+32+3<0 h) —2*+224+7<0
522 —-3x—1>0 i)

I I
2z r— i<l

e) 22 —3v2zx+52>0
—222432-3V2>0

3z —2* < 3 - 322
f) —z(2—a) >1—a?

a) A={zeR:2*—4x+1<0}, B={zeR:3z—2* >0}
byA={zeR:2*°4+3x+1>0}, B={zeR: 2 -5z +4 <0}
c) A={zeR:2*—42-3>0},B={zeR: -2 +2+12> 0}

Przeczyta] podany w ramce przykiad.

Wyznacz dziedzine funkeji f(x) =

V(e —4)+ z.

Dziedzing funkcji jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych, dla ktérych
jej wzor ma sens. Wyrazenia pod pierwiastkami musza by¢ nieujemne,
czyli musza jednoczesnie zachodzi¢ nieréwnosei:

r(x—4)201i x>0
Pierwsza nieréwnosc¢ jest spelniona dla @ € (—o0;0) U (4; 00).
Zatem dziedzing funkeji f jest zbiér Dy = {0} U (4; 00).

Wyznacz dziedzine funkeji f.

a) fla)=vVa2—20—-3+x

b) f(x) = V222 +Te —4— V1 —=x

1. Zastosowania funkcji kwadratowe;

22—z —6+16—a?
V3rZ F Tz — 6z — 22

c)
d)

f(
/

;’-ll'} =
() =



1.3. Rodwnania sprowadzalne
do réwnan kwadratowych

Réwnanie postaci ax? + bz? 4+ ¢ = 0, gdzie a,b,c € R oraz a # 0, nazywamy
rownaniem dwukwadratowym. Aby je rozwiazac, wprowadzamy pomocnicza
niewiadoma t = z? (gdzie { > 0). Zauwaz, ze wowczas 1’ = (z?)% = t*, zatem
otrzymujemy réwnanie kwadratowe at® + bt + ¢ = 0.

Przyktad 1
Rozwiaz réwnanie ! — 10z% + 9 = 0.

Roéwnanie mozemy przedstawié w postaci (22)? — 102? + 9 = 0. Podstawiamy
t = x? (zakladamy, ze t = 0) i otrzymujemy réwnanie kwadratowe:
t2—10t4+9=0
A=100-36=64, VA=38

tl:.”‘gizl,:;ﬂ_ tgzm—:%:{}i}(l

Wracamy do niewiadome) x:
z2=1 lub 22=9

z=—1 lub z=1 lub 2=-3 lub =3

Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie @' 4 822 — 9 = 0.

Podstawiamy ¢t = 2* (zakladamy, ze t > 0) i otrzymujemy réwnanie kwadra-

towe: :
2+8—-9=0
A=64+36=100, VA=10
=10 = <0, =20 =150
Rozwiazanie t, n{ll‘zu{:an;}-' jako sprzeczne z zalozeniem.
Wracamy do niewiadomej x: z° =1, czyliz = —1 lub 2 = 1.
Cwiczenie 1
Rozwiaz réownanie.
a) ' —=Hx*+6=0 ¢) '+ 2°-12=0 e) dxt + 72> —-2=0
b) 2 4+ 522 +6=0 d) z* —42?4+4=0 f) 92* — 822 —-1=0

Cwiczenie 2

Podaj liczbe rozwigzan rownania.

a) gt =9z =10 ¢) ' —62*=T=0 e) 22 +32°+5=0
b) 2 + 922 =0 d) 2 —822+15=0 f) 92— 1222 +4=0

1.3. Rdwnania sprowadzalne do rownari kwadratowych
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W ponizszych przykladach przedstawiono inne réwnania, ktore przy odpo-
wiednim podstawieniu mozna sprowadzi¢ do rownan kwadratowych.

Przykiad 3
Rozwiaz réwnanie © — 3z + 2 = 0.

Zakladamy, ze x > 0. Podstawiamy t = \/r (zakladamy, ze t = 0) i otrzymu-
jemy rownanie kwadratowe:
t?—3t+2=0
d—1 3+1

A=9—-8=1, zatem t1=T=1;?=[}, tg=T=2?{]

Wracamy do niewiadomej a:

ve=1 lub z=2

Rozwigzanie zgodne

=1 lub =4 z zalozeniem, ze @ = 0.
Cwiczenie 3
Rozwiaz rownanie.
a) t+/xr—6=0 b) x+5/x+6=0 c) bz—xz—1=0

Przykiad 4
Rozwiaz réwnanie 3z + 8yx — 2 — 9 = (.

Zakladamy, ze x — 2 = 0, czyli x =2 2. Réwnanie zapisujemy w postaci:
x—2)+6+8/r—2-9=10
Hz—2)+8yVr—-2-3=0

Podstawiamy ¢ = a — 2 (zakladamy, ze ¢ = 0) i otrzymujemy réwnanie
kwadratowe:
3248 —-3=0
A=64+36=100, vA=10
—8-10 ‘ —8410 1
fy=— =-=3<0, t, = S il
Rozwiazanie ¢; odrzucamy, gdyz t z zalozenia nie moze by¢ ujemne.
Wracamy do niewiadomej x:

Ny (0

et
Lo =

Rozwiazanie zgodne
T =4<= 7 zalozeniem, ze © = 2.

Cwiczenie 4
Rozwiaz rownanie.

a) t—2yz—-3=3 b)z—3vz—-1=1 c) ve+1+26=2z

1. Zastosowania funkcji kwadratowe;



Zadania

1. Rozwigz rownanie.
a) 2 — 1322 +36=0 d) 2'+522+4=0 g) dz* — 132°+3 =0
b) 2 —52* 4+ 36 =0 e) —x'+T72*—12=0 h) 92' 4+ 172> —-2=0
&) ' — 1202 +36=0 f) 2*4+2v2224+2=0 1) 62 —522+1=0

2. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Réwnanie x° — 327 + 2 = 0 mozemy rozwiazaé, podstawiajac t = z°
(gdzie t € R). Otrzymujemy réwnanie kwadratowe:
*—3t+2=0
A=9-8=1 th=22=1, tp=2 =2
Wracamy do niewiadomej x:

d=1luba?*=2,czyliz=1lubz = V2

Rozwiaz rownanie.
a) 2*—92°+8=0 c) 2°-Tz*—-8=0 e) 8 — 15z — 16 =0
b) 2°—2*-2=0 d) 2°+42°-32=0 f) 2® —42*—-24=0

3. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Réwnanie a2 — 2|a| — 8 = 0 mozemy rozwigzaé, podstawiajac t = |z|
(zakladamy, ze t = 0). Otrzymujemy réwnanie kwadratowe:

22t 8=10 2? = |zf? = 2
A=4+32=36, VA=6
t1=5‘§=—2-::n, h:%:q;u

Rozwiazanie ¢; odrzucamy jako sprzeczne z zalozeniem.
Wracamy do niewiadomej x:
lz| =4, czyliz=—4 Tub z=4

Rozwiaz rownanie.
a) x* —4lz|+4=0 b) 2* = Tlz|+10=0 «¢) 2* =5lz|—-6=0

4. Rozwiaz rownanie.

a) x4+ +/x—-12=0 b) 20 -5z —-2=2 ¢) bz++vz+1=-5

5. Rozwiaz rownanie.

a) Vi?-3Vo=0  b)Va+2Va=3 o Va-4Va+4=0

1.3. Réwnania sprowadzalne do rownan kwadratowych
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Szkicowanie wykresu funkcji kwadratowej

Przykiad 1
Naszkicuj wykres funkeji f(x) = —a* + 4z — 1.
Obliczamy wspélrzedne (., y,,) wierzcholka
paraboli bedacej wykresem funkcji f:

Ty = —-% = -—--ig =2

yTl' = .f(:cﬂ:} — _22 +"i ’2 — ]. = 3

Korzystamy z postaci kanonicznej funkcji

kwadratowej y = a(x—x,)*+y... gdzie a # 0,

i otrzymujemy wzor funkeji f w postaci:
fla) = —(z—2)?+3

Wrykres funkcji f otrzymujemy przez prze-

suniecie paraboli y = —a* o wektor [2,3].

Przykiad 2
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = — z° 4+ —2.

Obliczamy wspoélrzedne (x,,, t,f“.) wierzcholka paraboli bedacej wykresem funk-

ejl f:
briia

MR T
Yw = f(..?:"_.} - %[_2)‘3 —2—-2=-=-3

Funkcja f ma postac¢ kanoniczna:

fle)=3(z+2)*-3

Wrykres funkeji f otrzymujemy

przez przesuniecie paraboli y = %:.-.'2

o wektor [-2, —3].

1. Zapisz w postaci kanonicznej wzor funkeji f, a nastepnie naszkicuj jej

wykres.
flx)=2*—2x -3 d) f(z)=—32* -2z +1
) flx)=—a* -2z +1 e) flz) =22 +4dx—1
f(zg)=352" -2z f) f(z)=-22"+122—14

2. O jaki wektor nalezy przesuna¢ wykres funkcji f, aby otrzymac wykres

funkeji g7
.;t} f(x) =822, g(z) = —6x+5 ¢) f(z)= 3
f(x) =422, g(x) 41°+24r d) flz) = &

1. Zastosowania funkcji kwadratowe

2+ ir—1

p q(:::):é 2 — 20 +4
%+



1.4. Uktady réwnan (1)

Prosta i parabola moga mie¢ dwa punkty wspdlne, jeden punkt wspoélny lub
nie mie¢ punktow wspolnych.

MEER 4

Prosta przecinajaca parabole w dwoch punktach nazywamy sieczna paraboli.
Prostg, ktora nie jest rownolegla do osi OY i ma z parabola dokladnie jeden
punkt wspélny, nazywamy styczng do paraboli.

Przykiad 1
Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje TIN5
y=a
Poréwnujemy prawe strony obu réwnan i otrzymu- ; _
jﬂlll}' 72 = 9. L‘Z}-’lil r’l
-2z =0 L N S, Y L -
L. vl
Rozwigzaniami réwnania sa liczby 01 2. R o B  —
Dla # = 0 mamy y = 0. Dla © = 2 mamy y = 4. T Tol 1 Wi
Uklad réwnan spelniaja zatem dwie pary liczb: B e 0
=10 e Prosta y = 2r przecina pa-

rabole y = 2% w punktach

y=0 |y=4 0(0,0) i A(2,4).

Cwiczenie 1
Rozwiaz uklad réownan i podaj jego interpretacje geometryezna.

= — =r+2 = —x—2 r—y—06=10
a) Y € b}{?} T+ ¢) {?f I' d) L= —2

y = g° y = —x? Y= —=

1.4. Uklady rownari (1)



D] Przyktad 2

i

Uzasadnij, ze parabola y = x°
wspolny z prosta 2x — y — 1 = 0, natomiast nie ma

punktéow wspélnych z prosta y — 2z = —4.

ma jeden punkt

Rozpatrzmy najpierw uklad réwnan:

2 —y—1=0
y=g

Z pierwszego réwnania wyznaczamy y = 2z — 1
1 podstawiamy do drugiego réwnania:

2 — 1 = z*
22 —-2r+1=0
(2 —1)2=0
Réwnanie to ma jeden pierwiastek » = 1, zatem jedynym rozwiazaniem ukla-
du réwnan jest para liczb:

z=1 _ x
Prosta y = 2z — 1 i parabola y =z~

y=1 majg jeden punkt wspolny.

Rozpatrzmy teraz uklad rownar:

y—28=—4

I = ;I':2

Z pierwszego rownania wyznaczamy y = 2x — 4 i podstawiamy do drugiego
rownania:
2 — i = g
> =2r+4=0
A=(-22%2-4-4=-12<0

Uklad rownan jest sprzeczny, zatem prosta y = 2 — 4 nie ma punktow wspol-

nych z parabola y = 2°.

Cwiczenie 2
Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.

) dr+y+2=0 - dr —y+5=0 } c+sy+1=0
a : c

y=z’—-2z—1 y=22"+8z+7 g = _%m?
Cwiczenie 3

Uzasadnij, ze uklad rownan jest sprzeczny.
3r—y+1=0 284 y—1 =0 —dy=a2*+2r—8

a) : b) ,
y=xz>4+2x+3 y=—22>+4x+2 é:r:—jliy:—l

=]
L

1. Zastosowania funkcji kwadratowe;



Zadania

1. Ile punktow wspolnych wykresow funkeji f i g ma obie wspolrzedne cal-
kowite?

a) f(a)=—-2+2, gla)=a*-2z ¢) f(x
b) f(z) =2 -6, glz) =32 -22-3 d) flz)=

2. Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.

) z+y—4=10 : z°—4x —2y=0 y=2z°—4z—3
a . [ [0
y=x>—4x+4 2¢+y—2=0 8r+y+5=0

y=a’42z—2 r—2y+4=0 -'I-'_%y_%:ﬂ

h){.‘r—i—%y—l—IZU ’ {;z:2+4y—16=0 f {y:2:1'2—|—8:1r—5

3. Wykresy funkeji f i g przecinaja sie w punktach Py(z,y,) 1 Pa(@2.y2).
. : P EE
gdzie x, < x9. Wyznacz wektor P, Fs.

a) f(z)=z+1, g(z)=2*+1 ¢) flr)=—-2x+3, g(x) =2
b) f(z)=z+1, g(z)=—-22%+3 d) f(zx) = —x-2, g(x) = 32°—2

4. Rozwiaz algebraicznie i graficznie uklad réwnan.

AN, =3 = a2 P PRI
a) 4 V=2 by 4 Y 1 o 1Y (z—2)
y=|z]+2 y=|z| -3 y=|zr—2|

5. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Na rysunku obok zaznaczono w ukladzie wspol- "i' g y = a2 ',’
siednped shibr punlviw Dlessyeny. Jtorsch \t Py
wspolrzedne (., y) spelniaja uklad nieréwnosci: 17 | x"b/fy
iy I
; 2 L T -
=2 AR ENC) R
N v
y<x+2 }:1, "/
) R . . i . . 9 4 LY i
Zaznaczony obszar lezy powyzej paraboli y = x AR = { >
i jednoczeénie ponizej prostej y = x + 2. o :

Zaznacz w ukladzie wspolrzednych obszar opisany ukladem nieréwnosci.

y>ax—2 y >x—1 y{—éj-:r-ln%}
a) b) , ¢) oL
y<2x+1 y< —a°+1 y > 0,52% — 2

1.4. Uklady rownari (1)
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*1.5. Uktady réwnan (2)

Dwie rozne parabole moga mie¢ dwa punkty wspolne, jeden punkt wspolny
lub moga nie mie¢ punktow wspolnych.

BTN R E DR

e

Cwiczenie 1

Naszkicuj parabole bedace wykresami funkcji f i g. Ile punktow wspdolnych
maja te wykresy?

a) f(z) =22, g(z)=—=22 b) f(x) = a2, g(z)=2a%+1

Przyktad 1
Rozwiaz uklad réownan i podaj jego interpretacje

Boa

geonletr}r{;an. i R O ....... ...... -.:~

y=z>—4x
y=—-x"—2z+4

Porownujemy prawe strony obu réwnan i otrzymu-
jemy x° —da = —a% —2r+4, czyli 22> -2z —4 = (),
(z+1)(z —2) =0, zatem: z = —1 lub z = 2.

Dla £ = —1 mamy y = 5. Dla £ = 2 mamy y = —4.
Uklad réownan spelniaja wiec dwie pary liczb:

Parabole y = —2® — 2z + 4

= -1 p=2 i y = x° — 4 przecinaja sie
w punktach A(—1,5) oraz

y=—4 B(2, —4).

y=2>9

Cwiczenie 2
Rozwiaz uklad réwnan 1 podaj jego interpretacje geometryczna.

) y=z*+4z+1 b) y:—fzz:2+4 } y=2z°+2zr—2
a F ) , C '
y=—x’—2r+1 y:ﬁ-:ﬂi—l—;c y=—z*—6z—2

1. Zastosowania funkcji kwadratowe;



Zadania

1

Naszkicuj wykresy funkeji f i g. Podaj wspoélrzedne punktéw wspolnych
tych W}'krei{'}w

a) flz) = 2%, g(z) =2x* ¢) fz)=32% g(z)=12%-1
b) f(z) = 32%, g(z) =2*— d) f(z)=22-1, g(z) =—-222+2
Rozwiaz uklad rownan i podaj jego interpretacje geometryczna.
=a%—3 y =2 —2
a) ' d) ’ 2
y=—2*+4z-3 y=—3z"— 12z — 10
=—22242 y=—a+4x -3
ORI K e
y=32"—2z+2 y=42°—x—3

) y=—a2>—2z+3 f o %;rﬂ
(: L : :
y=25"+4z+3 y=—s2’—x+3

a) f(z) =42*—-6x -5, g(x
b) f(z) =32* —22+2, g(x
¢) f(xz) =52 —2xr+4, g
d) f(z) =42 -3x+1, ¢

Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Na rysunku obok zaznaczono w ukladzie wspol-
rzednych zbiér punktow plaszezyzny, ktorych
wspolrzedne (z, y) spelniaja uklad nieréwnosci:

y}:.{r
y< —(2—1)2+5

Zaznaczony obszar lezy powyzej paraboliy = x
i jednoczesnie ponizej paraboliy = —(z—1)%+5.

2

Zaznacz w ukladzie wspolrzednych obszar opisany ukladem nierdwnosci.
Ile punktéw o obu wspélrzednych catkowitych nalezy do tego obszaru?

y>ai-—1 Nyt —4 y >zt 42 —2
a) r b) c)

yﬁié—mz—g y< —2*— 4 —2

1.5. Uklady rownar (2)
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Roéwnania i nieréownosci z wartoscia bezwzgledna

Réwnanie % — 4z + 2 = |z — 2| mozemy rozwiazaé
graficznie, rysujac wykresy funkcji:
flz)=2z*—4z+21 g(z) = |z — 2
Z rysunku odezytujemy rozwiazanie rownania:
=0 b 2=4

Rownanie to mozemy tez rozwiazac algebraicznie.

Rozpatrujemy dwa przypadki:

1° Jesli x — 2 = 0, cayli x € (2;00), to otrzymujemy:
?—dr+2=x-2

2 —5x+4=0
—b—vA 5-3
A=9, zatem 1, = =
: 3 2a 2
b B
—_— +VA _ 543 _
2a 2

2° Jesli # — 2 < 0, czyli x € (—oc:2), to otrzymujemy:

w2 —dx4+2=—-3+2
2 —3x=0

z(r—3)=0

= 1 — sprzeczno$é, gdyz x; ¢ (2;00)

Zatem xz = 0, x4 = 3, ale x4 ¢ (—o0;2), wiee to rozwiazanie odrzucamy.

Po rozpatrzeniu obu przypadkéw stwierdzamy, ze réwnanie z° —42+2 = |22

jest spelnione dla x = 0 oraz dla x = 4.

1. Na rysunku obok przedstawiono wykresy
funkeji f(z) =[x+ 1|+ 11 g(z) = 32°.
Dla jakich argumentow funkcje:

a) f1g przyjmuja te same wartosci,
b) fih(x)= i;rrz przyjmuja te same
wartosci?

2. Rozwiaz rownanie,

a) 2 —2 = |x| c) 3—g22=|z — 3

b) 22 =3lz—1|=1 d) 2*—4x+2=|z+ 2|
3. Rozwiaz nierownosc.

a) 2 —|x+2]=20 b)a?-2r—-4|<0

1. Zastosowania funkcji kwadratowe;

O

X

e) —a’+dax—1 = 20—
f) —sa’+4a—4 = |v—4

c¢) 22*—5|z—1| > 4a—1



*1.6. Wzory Viete’a

Korzystajac ze wzorow na pierwiastki rownania kwadratowego, mozna wyzna-
czy¢ ich sume i iloczyn.
Twierdzenie (wzory Viete’a)
Jedli réwnanie kwadratowe ax? + bz + ¢ = () ma pierwiastki xy, s, to:
<

— h - e
ml—f—mg——; Oraz Ty-Top= =

Uwaga. Wzory Viete'a [czyt. wjeta] mozemy stosowac jedynie wtedy, gdy rownanie
ma pierwiastki, tzn. gdv A = 0.

@ Cwiczenie 1
Przeczyta] dowod wzoru na iloczyn pierwiastkéow rownania kwadratowego.

Jesli réwnanie kwadratowe ax® + bx + ¢ = 0 ma pierwiastki, to dane sa
one wzorami:

o VB —btVA
LT e P TR T T
zatem: ) 2
g = VB —btVE (D) ~(VB) _ »2-A _ B -(dac) _ ¢
B 2 2a 2a 4a? 4a? da?

a) Udowodnij wzér na sume pierwiastkéw réownania kwadratowego.

b) Udowodnij. ze jesli A = 0. czyli trojmian kwadratowy ma jeden pierwiastek

podwojny xo, to wzory Viete'a maja postac: 2zy = —ff i af = <,
Przykiad 1
Oblicz sume i iloczyn pierwiastkow rownania.
:—1) 2x% — 20 +15=0 Najpierw sprawdzamy, czy rownanie ma pierwiastki.
A =400 — 120 = 280 > 0, zatem istnieja dwa pierwiastki: x;. xa.
b 20 : 5
T+ To=——==2=10, ;- To= <= 13 = 7.5
a 2 a 2
b) 322 -Te+6=0
A =49 -T2 = -23 < 0, wiec réwnanie nie ma pierwiastkow.

Cwiczenie 2
Oblicz sume i iloczyn pierwiastkow rownania.

a) * — 92 —7=0 ¢) 622 — 152 4+2=10 e) —zz?—8x+1=0
b) —22*+32z+7=0 d) -32°+4z-2=0 f) J2°+3z—7;=0

1.6. Wzory Vigte'a 27



Przykiad 2
Okresl znaki pierwiastkéw réwnania 72° — 9z + 1 = 0.
A =81 — 28 = 53 > 0, wiec rownanie ma dwa pierwiastki: x;. x,.
Ze wzoru Viete'a obliczamy iloczyn pierwiastkow:
(& 1
1 T
Poniewaz x, - z; > 0, liczby &y, x5 maja ten sam znak (obie sa ujemne lub

obie sa dodatnie). Ze wzoru Viete'a obliczamy sume pierwiastkow:

b 9
T+ a0 =—=—=<=
1+ 22 -~ =z
Oba pierwiastki maja ten sam znak oraz x; +x, > 0, zatem x,, x5 sa liczbami
dodatnimi.
Zwroc uwage, ze aby okresli¢
- RS S : ’ &y -ae >0
znaki pierwiastkéw rownania Liczby 21, 22 s dodatnie, gdy
kwadratowego, nie musimy Ty +aa >0
ich wyznaczac. Mozemy sko- oo mseeh
; : . 12
rzystaé z podanych obok wa- | Liczby @y, x2 sa ujemne, gdy
- : Ty +x2 <0
runkow.
Liczby &1, s maja rozne znaki, gdy @y - 22 < 0.

Cwiczenie 3

Okresl znaki pierwiastkow rownania.

a) 2 —ax—25=0 ¢) 1222 =202 +5=0 e) —22*—150—3=0
b) 222 + 62 +3 =0 d) 322 +5x+4=0 f) vV22? — 6o +1=0

Czy wiesz, ze...

Frangois Viete (1540-1603) — francuski matematyk, z za-
wodu prawnik. Jako pierwszy konsekwentnie stosowal w al-
gebrze symbole literowe, chociaz jego notacja znacznie roz-
nila sie od uzywanej obecnie. Byl tajnym doradca na dworze
Henryka III i Henryka IV. Dla tego drugiego w roku 1590
zlamal hiszpanski szyfr liczacy 500 znakow.

] Przyktad 3
Uzasadnij, ze jesli réwnanie kwadratowe ax®+br+e¢ = 0 ma pierwiastki xy, @2,
to suma ich kwadratow jest rowna ::—2 — 2
: ; B
x4+ x5 = (1) + 22)* — 22y =
a P e A s
S ) 9.8 — ff_ _ 2 Korzvstamy ze wzorow Viéte'a
o a a a2 u na sumge i iloczyn pierwiastkow.

I 25 1. Zastosowania funkcji kwadratowej



Przykiad 4
Oblicz sume kwadratéw pierwiastkéw réwnania 622 — 9z + 2 = 0,

Poniewaz A = 81 — 48 = 33 > 0, rownanie ma dwa pierwiastki: x, .

>

.o - A o R0 . - B 2 D 2. &0=8 .. 18

T+ Ty = {.i'.l +.?.-_:3) — 2225 = (E) -2 e R T T
Cwiczenie 4
Oblicz sume kwadratéw pierwiastkow réwnania.
a) 2 —x—1=0 b) 2z +6x —-3=0 ¢) 322 —dz+2=0
Zadania
1. Okresl znaki pierwiastkéw rownania.

a) 2 +x—1=0 c) 1322 —-132+3=0 e) V322 -5z2+2=0
b) 1522 +8x+1=0 d) 1322+ 132+4=0 f) —z>2—2++v2=0

Uzasadnij, ze jedli réwnanie kwadratowe ax® + bx + ¢ = 0, gdzie ¢ # 0, ma
pierwiastki, to suma ich odwrotnosci jest rowna —L;.

Oblicz sume odwrotnosci pierwiastkow réwnania.

a) 3z’ —x—1=0 b) —22* —8x —3 =10 ¢) 4 +202 —6=0
Oblicz sume kwadratow pierwiastkow rownania.

a) 22 +9x+6=0 b) =222 +6x+3=0 ¢) 322 +V22-1=0
Oblicz kwadrat réznicy pierwiastkéw réwnania.

a) 3z’ —ax—1=0 b) —22* +5x+4=0 ¢) sr*+ 32 —-2=0

Uzasadnij, ze jedli réwnanie kwadratowe ax?® + bx + ¢ = 0, gdzie ¢ # 0, ma
v
pierwiastki x;. 5. to suma odwrotnosci ich kwadratow jest rowna {L,- —2-%

i 1 1 i v 2—2.': H i
Wskazéwka. — + — = (#1+@2)% 221 29
s (z122)*

Oblicz sume odwrotnosci kwadratow pierwiastkéw réwnania.

a) —2*+102+10=0 b) 32°+2—-2=0 c) —z*+3zx+7=0

Czy mozna ulozy¢ rownanie kwadratowe tak, aby suma i iloczyn jego pier-
wiastkow byly odpowienio rowne: a) 713, b) 3177

Korzystajac ze wzorow Viete'a, uloz rownanie kwadratowe, ktorego pier-
wiastkami beda liczby dwa razy wieksze od pierwiastkéw rownania:

a) z2—-5z+1=0, b) —x2+6x—2=0, c) ¥ =3z + 3 =0.

1.6. Wzary Viégte'a
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*1.7. Rownania i nierownosci

kwadratowe z parametrem

Przykiad 1
Dla jakich wartosci parametru m funkcja
y = (x—m)?+m ma dwa miejsca zerowe?

Wykresem funkcji y = (z — m)? +m jest
parabola, ktorej wierzcholek ma wspdl-
rzedne (m,m), czyli lezy na prostej
y = x. Z rysunku odezytujemy, ze funkcja:

y=(x—m)*+m
ma dwa miejsca zerowe dla m € (—o0;0).

Cwiczenie 1
Dla jakich wartosci parametru m funkcja y = (2 —m)? + m ma dwa miejsca
zerowe bedace liczbami ujemnymi?

Przyktad 2
Okreél liczbe pierwiastkéw réwnania 22?2 — ma + 2 = 0 w zaleznosci od para-
metru m. Wyznacz te pierwiastki.
A=(—m)*=4-2-2=m>—16

« Réwnanie ma dwa rézne pierwiastki, gdy A = m? — 16 > 0, czyli dla
m € (—oc; —4) U (4;00).

T = m—vm2—16 i @y = m+vm2-16

4 4

» Réwnanie ma dokladnie jeden pierwiastek, gdy A = m? — 16 = 0, czyli dla
m=-—4(zp=-=1)idlam=4(r,=1).

» Réwnanie nie ma pierwiastkéw, gdy A = m? — 16 < 0, czyli dla m € (—4;4).

Cwiczenie 2
Dla jakich wartodci parametru m réwnanie ma dwa rozne pierwiastki? Wy-
znacz te pierwiastki.

a) =322 +2r—m=0 b) x>+ (2m+ 1)z +5=0 ¢)xt+max—m=0
Cwiczenie 3

Okredl liczbe pierwiastkow rownania w zaleznosci od parametru m.

a) 24+ (m—-1)z+2m—-5=0 b) —22% + 2mx + 22 +m — % =1

1. Zastosowania funkcji kwadratowej



Przykiad 3
Dla jakich wartoéci parametru k réwnanie #° — kz + k — 1 = 0 ma dwa rdézne
pierwiastki o jednakowych znakach?
Réwnanie kwadratowe ma dwa rdézne pierwiastki, gdy A > 0: pierwiastki te
majg jednakowe znaki, gdy iloczyn tych liczb jest dodatni: @y -z = £ > 0.
A=k —-4k—-1)=k>—4dk+4=(k—2)2 Ezﬂ:—l
Otrzymujemy zatem uklad nierownoscei:
(k=2)*>01 k=1>0
k2 1 k>1
Réwnanie ma zatem dwa rézne pierwiastki o jednakowych znakach wtedy
i tylko wtedy, gdy &k € (1;2) U (2: 00).

Cwiczenie 4
Dla jakich wartosci parametru £ rownanie ma pierwiastki o réznych znakach?
a) 22— (k+2)z+k—-2=0 b) 22+ (k—1)z—k=0

Przykiad 4
Dla jakich wartosci parametru m réwnanie (2m + 1)2° —4(m — 1)z +4 =0
ma dwa rézne pierwiastki, ktorych suma odwrotnosci jest liczba ujemna?
Rozpatrzmy dwa przypadki ze wzgledu na wspolezynnik przy a2,
1° Dla2m+1 =0, czyli dla m = —,é . rownanie jest liniowe — ma tylko jeden
pierwiastek. Nie sa wigc spelnione warunki zadania.
2° Dla m € R\ {—3} réwnanie jest kwadratowe — ma dwa rézne pierwiastki,
gdy A = 0.
A=(—4(m—1))* —4-4-(2m+ 1) = 16m* — 64m
A >0, gdy 16m? —64m >0
16m(m —4) >0

; il i A
(I) m € (—o0;—3) U (—3:0) U (4; 00) m# —%
Sume odwrotnosci pierwiastkow wyznaczamy, korzystajac ze wzorow Viete'a:
. b .
1 .1 _ zytmy " __b_4my _
Tl T T1- T = e -1

Warunek m — 1 < 0 jest spelniony dla:

(II) m e (—DGZ —%) U —%; 1:] ot
Réwnanie ma dwa rozne pierwiastki, ktorych suma odwrotnosci jest ujemna,
gdy warunki (I) i (IT) sa jednocze$nie spelnione, czyli dla:

m € (—co;—3) U (—35;0)

1.7. Rownania i nierdwnosci kwadratowe z parametrem
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Cwiczenie 5

Dla jakich wartosci parametru m suima odwrotnosei dwaéch roznych pierwiast-
kow rownania jest wieksza od —67

a) (m+3)22+(m+2)z+1=0 b) mz2+(m—-1az+1=0

Cwiczenie 6

Dla jakich wartosci parametru k suma kwadratow dwoch réznyeh pierwiast-
kow réwnania jest réwna 177

a) 2?4+ (k—1)x+4=0 b) 2 = (k—2)z+3k*+1=0

Przyktad 5
Dla jakich warto$ci parametru m nieréwnosé (m + 2)a* — 2ma + m = 0 jest
spelniona dla kazdego x € R?

Rozpatrzmy dwa przypadki ze wzgledu na wspdlezynnik przy 2.

17 Dla m = —2 otrzymujemy nierownosc liniowa 4x — 2 > . Nie spelnia ona
warunkow zadania.

2" Dla m # —2 otrzymujemy nierownosc¢ kwadratowa.
Jest ona spelniona dla kazdego x» € R, gdy jednoczesnie zachodza dwa
warunki:

m+2>0 (I)
A<0 (11)
Warunek (I): m € (—2; x0)
Warunek (IT): A = (=2m)? — dm(m + 2) = 4m?* — 4m* — 8m = —8m
A <0, gdy m € (0:00)

Zatem nieréwnos¢ (m+2)x? —2max+m > 0 jest spelniona dla kazdego x € R,
gdy m € (0;00).

Cwiczenie 7
Dla jakich wartosci parametru & nierownosc¢ zachodzi dla kazdego » € R?
a) 22— (k—3)z+4k >0 b) (k—=1)z?-2kz+k—-1<0

Zadania

@ 1. Wykaz, ze réwnanie 22*+mz—3 = () ma rozwiazanie dla dowolnego m € R.

IE] 2. Wykaz, ze nie istnieje taka wartos¢ parametru m, dla ktorej réwnanie

I 2

? 4+ (m+ 1)z + m* + 1 = 0 ma rozwiazanie.

1. Zastosowania funkcji kwadratowe;



. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie ma co najmniej jeden pierwia-

stek?
a) > — 6z +2m =0 c) ma’ —4x+1=0
b) 32~ (m—2)c+m—2=0 d) (1—m)a*—(dm—4)z—3m+5=10

. Dla jakich wartosci parametru &k réwnanie ma dwa pierwiastki o réznych

znakach?
a) 2? -2z +k+3=0 ¢) 2+ 2k+1)x—-2k+2=0
b) a? —(k—4)z—k+5=0 d) 224+(1—-2k)z+4—-4k=0

. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie ma dwa rozne pierwiastki, ktore

sq liczbami dodatnimi?
a) 22 —(m+2)x+m+5=0 ¢) 2+ (2m—5)zr+2m—6=10
b) 22 +dmx+m+3=0 d) 22— Bm+Dz+2m*—m—-6=0

. Dla jakich wartosci parametru m réownanie ma dwa rozne pierwiastki, ktore

sa liczbami ujemnymi?

a) 1%+ +m? —4m=0 b) —2*+Zz-m+1=0

Dla jakich wartosci parametru &k nieréwnosc zachodzi dla kazdego @ € RY

a) 2 +3x+k>0 d) 22—kz+k+12>0
b) 22+ kzx+92>0 e) (k+1)a*—-22-1<0
¢) i —kx+k+3>0 f) ke +2k—1)a+k—-1>0

. Dla jakich wartosci parametru k funkcja f okreslona jest dla kazdej liczby

z € RY
a) f(z)= a2+ (k+2)z+2k+1 d) f(z) = /(k—4)z2 + 2kx + 2k

c) f@)=vR2—kz2—22+2—-Fk f) f(z)= 2225043

W ka2 +(2k—1)a+2k—1

. Dla jakich wartosci parametru a réwnanie ma dwa rézne pierwiastki @

i oy spelniajace podany warunek?

a) 2 —(a—4)r —2a =0, x4+ x5 > 2

b) 2* +(a+ 1)z +4=0, 2} + 235 =2(x; + 22)
¢c) *+ar+2a—3=0, iz, +r22 <0
d) —22+(2a—1l)az+a=0, (x;—x2)* =5

1.7. Rdwnania i nierdwnosci kwadratowe z parametrem
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17,

18.

19.

20.

Dla jakich wartosci parametru a suma odwrotnosci dwoch réznych pier-
wiastkow rownania jest réwna 67

a) ¥ +(a+2)x+1=0 b) #* —6(a—3)z+a—3=0

Dla jakich wartosci parametru a suma kwadratow dwoch réznych pier-
wiastkow rownania jest rowna 167

a) 2 —2ar+3=0 b) #* 4+ (4 —2a)z +a*+1=0

Dla jakich wartosci parametru a suma odwrotnosci kwadratow dwoch roz-
nych pierwiastkéw réwnania z® + ax + 1 = 0 jest réwna 77

Dla jakich wartosci parametru a suma odwrotnosci dwoch réznych pier-
wiastkéw réwnania —a? —2x+a*+a+1 = 0 przyjmuje najwigksza wartosé?
Wyznacz wszystkie wartoseil parametru m, dla ktorych rownanie ma tylko
jedno rozwiazanie.

a) 2(z* —(2m—4)z+m—-2)=0 b) (z+3)(2*+(m+3)z+m?) =0
Naszkicuj wykres funkcji y = f(m), ktéra kazdemu argumentowi m € R
przyvporzadkowuje liczbe rozwigzan rownania.

a) (m—1)2*+2x4+m—-1=0 b) (m?* +2m)az* + 2ma +3 =0
Niech y = f(m) bedzie funkcja okredlajaca wartosé iloczynu dwoch réz-
nych pierwiastkéw réwnania a2 — 2z +m?* + 4m + 1 = 0 w zaleznodci od

parametru m. Podaj dziedzine funkeji f oraz wyznacz pierwiastki rowna-
nia tak, aby ich iloczyn byl najmniejszy.

Funkcja y = f(m) opisuje sume dwoch réznych pierwiastkow réwnanias
1.2 mo_
2+ (m+1l)a+ & =0
Wyznacz pierwiastki rownania tak, aby ich suma byla najwieksza.
Dla jakich wartosci parametru m rownanie ma cztery rozne pierwiastki?
a) z'+mz?+1=0 ¢) 2t +ma*—m—-6=0
b) 2! —22+m=0 d) 2 +(m=2)2°+4-m =0

Wyznacz liczbe pierwiastkow rownania w zaleznosci od parametru m.
a) 2'+mz®+4=0 Db)z'+22+m=0 *c) |z*+22-8|=m

Dla jakich wartoSci parametru m réwnanie (m + 3)z? +ma +1 = 0 ma
dwa rézne pierwiastki x; i x5 spelniajace nieréwnosé || + |xo| < 17

1. Zastosowania funkcji kwadratowe;



1.8. Funkcja kwadratowa -
zastosowania (1)

Przyktad 1
Suma liczb p i g jest réwna 12. Oblicz najwiekszg wartosé iloczynu tych liczb.

p+gqg=12, zatem g =12 — p.
Hoczyn tych liczb: p-q = p(12 — p) = —p* + 12p.
Wyznaczamy wierzcholek paraboli bedacej wykresem funkeji danej wzorem:
f(p)=—p*+12p
pu=—p =2 =6, f(pa)=—67+12-6=—36+72=36

Wrykresem funkeji f jest parabola
o ramionach skierowanych w dol.

Najwieksza warto$¢ iloczynu liczb p i g jest zatem réwna 36 (dla p = g = 6).

Cwiczenie 1
Oblicz najwicksza wartosé iloczynu dwach liczb, ktorych suma jest rowna:

a) 38, b) ¢) V2.

[

Cwiczenie 2
Suma liczby p i podwojonej liczby g jest réwna 36. Oblicz najwieksza wartosé
iloczynu liczb p i q.

Przyktad 2
Wyznacz najmniejsza warto$¢ i najwieksza wartosé funkeji f(z) = —a*+2zx+4
w przedziale (—1:2).

4
Obliczamy wartosci funkcji f na koncach przedzialu: }‘ -
f(=1) =1 oraz f(2) = 4.
Pierwsza wspolrzedna wierzcholka paraboli: x, = 1.
Poniewaz x, € (—1:2) oraz ramiona paraboli sa skie-
rowane w dol, najwieksza wartosé¢ funkeji w tym prze-
dziale to: y, = f(1) = 5. Warto§¢ najmniejsza jest
przyjmowana dla x = —1 i wynosi 1.

Aby wyznaczy¢ najmniejsza lub najwieksza wartos¢ funkeji kwadratowej
flx) = ax® + bx + ¢ w przedziale (p;;p,), nalezy obliczyé f(p,) i f(p2).
Jesli x,, (pierwsza wspdlrzedna wierzcholka paraboli bedacej wykresem tej
funkeji) nalezy do przedzialu (p;: ps), to wyznaczamy réwniez v,,., oblicza-
jac f(x,). Najmniejsza sposrod tych trzech wartosci jest najmniejsza war-
toscia funkcji w danym przedziale, a najwieksza — najwiecksza wartoscia.

1.8. Funkcja kwadratowa - zastosowania (1)
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Przykiad 3
Wyznacz warto$ei najmniejsza i najwicksza funk-
cji f(x) = —52* + 20 + 1 w przedziale (—1;2).

t 2
* Ly = —'ﬁ = —Tg = 4g (-1:2}

Zatem wartosci najmniejsza i najwieksza funkeji f

sq przyjmowane na kotnicach przedzialu (—1;2).
=
o f(=1) = —i — warto$é¢ najmniejsza

e f(2) =4 — warto$¢ najwieksza

Cwiczenie 3
Wyznacz wartosci najmniejsza i najwieksza funkeji f w podanym przedziale.

a) flz) =%+ 42+ 8, (=3;1) c) flz) =—2%+4z—6, (—1;3)

b) f(z) = —2x* — 4z — 1, (0;4) d) f(z) =2z* + 2z — 3. (—2;1)

Przyktad 4

Z prostokatnego arkusza tektury o bokach 60 cm 7 » 2]

i 40 cm wycinamy w rogach kwadraty tak, aby po | T e -

odpowiednim sklejeniu pozostalej czedci otrzymac | ll '

otwarte pudelko. Jaka powinna by¢ dlugosé bo- | o

kéow wycinanych kwadratow, aby pole powierzchni | ; ———————— =
I

bocznej pudelka bylo najwieksze? Oblicz to pole. L _ i

Pole powierzchni bocznej pudelka w zaleznosci od diugosci bokéw wycietych
kwadratow opisuje funkcja:

P(z) =2(40 — 2z) -  + 2(60 — 2z) - = —82* + 200z
Okreslamy dziedzine funkcji: D = (0;20). x>0, 22 < 40, 2z < 60
Wyznaczamy wspélrzedne wierzcholka paraboli y = —8z* + 200z
T = —oe = — 2 =125, Y = —— = — 20 — 1250
% =T T g o =TT g

Poniewaz x,, € (0:20) oraz ramiona paraboli sa skierowane w dél, najwieksza
wartosé¢ funkeji P przyjmowana jest dla x,,.

Pudetko ma zatem najwieksze pole powierzchni bocznej, jesli dlugos¢ bokow
wycietych kwadratéw jest réwna 12,5 em. Pole to jest réwne 1250 cm?.

Cwiczenie 4

Z kwadratowego arkusza tektury o polu 1600 em? wycinamy w rogach kwa-
draty tak, aby po odpowiednim sklejeniu pozostalej czesci otrzymac otwarte
pudelko. Jaka powinna by¢ dlugosé¢ bokéw wycinanych kwadratéw, aby pole
powierzchni bocznej pudelka bylo najwieksze? Oblicz to pole.

1. Zastosowania funkcji kwadratowe;



Zadania

1.

Wyznacz najmniejsza i najwieksza warto$é¢ funkceji f(x) = —2? + 4o — 1
oraz funkcji g(x) = 32* + x — 3 w przedziale:
a) (0:4), b) (—=2;0), ¢) (—4:6).

Suma dlugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego jest rowna 8.
a) Wyznacz najwicksze pole takiego trojkata.

b) Wyznacz najmniejsza wartos¢ kwadratu dlugosdci przeciwprostokatnej
takiego trojkata.

Mamy 80 m biezacych siatki ogrodzeniowej. Checemy nia
ogrodzic¢ prostokatny ogrodek o jak najwiekszej powierzchni.
Jakie wymiary powinien mie¢ ten ogrodek, jesli nie be-
dziemy grodzi¢ jednego boku na odcinku 4 m?

Mamy 28 m biezacych siatki ogrodzeniowej. Checemy nia
ogrodzi¢ prostokatny ogrodek przylegajacy jednym z bokow
do sciany domu. Jakie powinny by¢ wymiary ogrodka, aby
jego powierzchnia byla jak najwieksza?

Podstawa prostopadloscianu o wysokosci 5 cm jest prostokat o obwodzie
12 em. Jakie powinny by¢ wymiary podstawy tego prostopadloscianu, by
jego pole powierzchni calkowitej bylo najwieksze?

Szkielet prostopadloscianu wykonano z 56 ¢m drutu. Podstawa prosto-
padloscianu jest prostokat. ktorego jeden bok jest dwa razy dluzszy od
drugiego. Jakie powinny by¢ dlugosci krawedzi tego prostopadloscianu. by
jego pole powierzchni calkowite] bylo najwicksze”

Wyraz pole prostokata przedstawionego na rysunku jako funkcje zmien-
nej x. Podaj wymiary prostokata o najwiekszym polu.

ﬂ.) P -[}) ______________________ f

2 8

Y. s (x I

| 4 | i 24

L3 ] [ el

Wyznacz najmniejsza wartos¢ i najwieksza wartos¢ funkeji f w podanym
przedziale.

1 1

a) f(z) = ———s, (1i4) ¢) flz)= Tt (—2:0)
b) f(x) = vV—a2 + 4x + 4, (0;4) d) f(z) = (2% — 62 + 3)2, {1;5)

1.8. Funkcja kwadratowa - zastosowania (1)
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1.9. Funkcja kwadratowa -
zastosowania (2)

Cwiczenie 1
Firma produkujaca zabawki oszacowala roczna wielkos¢ sprzedazy lalek na
s sztuk w zaleznosci od ceny x zl za sztuke (tabela ponizej).

Cena = w zl 40 50 GO 70 80 90
Liczba lalek s 2000 1600 1200 800 400 0
Dane z tabeli spelniaja rownanie s = —40x + 3600.

a) Uzasadnij. ze jesli koszt wyprodukowania jednej lalki wynosi 20 z1, to zysk
firmy ze sprzedazy lalek w cenie = zl za sztuke wyraza sie wzorem:

z(x) = —402* + 44002 — 72000
b) Ustal taka cene za jedna lalke, aby roczny zysk firmy byl najwiekszy. Jaka
bedzie wtedy wielko$¢ sprzedazy i jaki zysk?

Cwiczenie 2

Koszt wyprodukowania jednego pluszowego misia wynosi 10 zl. Przy cenie
15 7zl za misia wielkos¢ sprzedazy wynosi 1000 sztuk rocznie. Kazdorazowe
podniesienie ceny o 1 zl powoduje spadek sprzedazy o 50 sztuk.

a) Wyznacz wzor funkeji kwadratowej opisujacej roczny zysk w zaleznosci od
ceny x zl za sztuke.

b) Ustal takyg cene za jednego misia, aby roczny zysk firmy byl najwiekszy.
Jaka bedzie wtedy wielko$é¢ sprzedazy i jaki zysk?

Cwiczenie 3

Sklep z odzieza sportowa sprzedaje dziennie 16 bluz dresowych. Zysk ze sprze-
dazy jednej sztuki wynosi 40 zl. Wlasciciel sklepu przewiduje, ze obnizenie
ceny o kazde 5 zl spowoduje wzrost sprzedazy o 4 sztuki dziennie. O ile nalezy
obnizy¢ cene, aby zysk byl najwickszy?

Cwiczenie 4

Wiasciciel kina zauwazyl, ze przy cenie biletu wynoszacej 16 zl na seans przy-
chodzi srednio 100 oséb, a kazdorazowe podniesienie ceny biletu o zlotowke
powoduje, ze liczba widzow zmniejsza sie o 5. Jaka cene biletu nalezy ustalic,
aby dochod kina byl najwiekszy?

1. Zastosowania funkcji kwadratowe;



Cwiczenie 5
Prostokatny trawnik ma powierzchnie 216 m?. Oblicz wymiary tego trawnika,
jesli réznia sie one o: a) 6 m, b) 15 m.

Cwiczenie 6 o
Wokd!l basenu o wymiarach 4 m x 8 m wylozono ka-
felkami pas o szerokosci x (rysunek obok). Jaka jest
szerokosc¢ tego pasa, jesli ma on powierzchnie 45 m="

]

Zadania

Plac zabaw ma ksztalt prostokata o wymiarach 12 m x 18 m. Szerokosé
placu zwiekszono o @ m, a dlugos¢ o 2x m. Oblicz . jesli powierzchnia
placu wzrosla o 144 m”.

Reprodukcje obrazu o powierzchni P oprawiono w rame o wymiarach ze-
wnetrznych @ x y. Oblicz szerokos¢ tej ramy.

a) P=2400 cm?®, z =80 cm, y = 60 cm

b) P =2700 cm?, = =75 cm, y =55 cm

Wokol prostokatnego trawnika o wymiarach 4 m x 8 m ma zostaé¢ wylozona

kostka. Projektant przedstawil dwie propozycje: A i B (rysunki ponizej).
Dla kazdej z tych propozycji wyznacz x.

Propozycja A Propozycja B
obszar pokryty kostka — 66 m? obszar pokryty kostka — 78 m?
x
2z

23

2x

Dany jest prostokat o wymiarach 3 cm x 10 em. Jego dlugosé i szerokosé
zwiekszono o x em. Dla jakich wartosei o przekatna nowego prostokata ma
dlugos¢ wigksza od 13 em?

Szerokos¢ pokoju jest o 2 m mmniejsza od jego dlugosci. Jakie wymiary
moze miec¢ ten pokdj, jesli przekatna podlogi jest nie mniejsza niz 6 m
1 nie wigksza niz 10 m?

1.9. Funkcja kwadratowa - zastosowania (2)
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7. Boki prostokata maja dlugosci 8 i 10 (rysunek

9. Ebuk przesla mostu ma ksztalt paraboli

10.

L

Bok BC trojkata prostokatnego ABC jest o 2 cmn 7
krotszy od boku AB i o 7 em dhuzszy od boku
AC. Oblicz obwod tego trojkata.

obok). Dla jakich wartosci x zacieniowany obszar

stanowi co najmniej 40% powierzchni prostokata? %

Wykaz, ze istnieje tylko jeden trojkat prostokatny, ktérego boki maja diu-
gosci rowne kolejnym liczbom:

a) naturalnym. b) parzystym.

(rysunek obok). Korzystajac z wymiaréw

podanych na rysunku, znajdZz réwnanie 4m

tej paraboli. Przyjmij, ze poczatek ukladu A B
wspolrzednych znajduje sie: - 12 m B
a) w punkcie A, b) w drodkn odcinka AB.

Czy pod mostem opisanym w zadaniu 9. przeplynie barka o szerokosci 6 m,
ktora po zaladowaniu wystaje 3,1 m ponad powierzchnie wody? Przyjmij,
ze przekrojem poprzecznym barki jest prostokat.

Czy wiesz, ze...

Wszystkie parabole sa podobne. Aby sie o tym przekonac, warto przyjrzec
sie ponizszym rysunkom (zauwaz, ze jednostki na osiach na rysunku po
prawej sa dwukrotnie wieksze niz na rysunku po lewej). Na przyklad pa-
rabole narysowane kolorem zielonym (na rysunku po prawej parabola dana
wzorem y = 2, a na rysunku po lewej parabola y = %3:2) sa identyczne.

Zastosowania funkcji kwadratowej



Krzywa tancuchowa

Wiszacy, zamocowany na koncach fancuch przyjmuje ksztalt przypominajacy
parabole. W 1638 r. opisywal to juz Galileusz, wloski fizyk i astronom,

W drugiej polowie XVII w. wykazano, ze jest to inna krzywa, zwana krzywa
tancuchows lub catenarig (od lacinskiego stowa catena oznaczajacego tancuch),

Na rysunku obok przedstawiono
krzywa tancuchowa (kolor czerwony)
oraz parabole (kolor niebieski), ktora
dia wartosci argumentow bliskich 0
jest bardzo dobrym przyblizeniem
tej krzywej tancuchowej.

Krzywa ta jest wykorzystywana

Ksztatt krzywej faricuchowej przyjmujg wiszace w architekturze. Gateway Arch

tancuchy, liny lub przewody wysokiego w Saint Louis w Stanach

napiecia. Zjednoczonych to monument,
ktérego ksztaft jest inspirowany
krzywa tancuchowa.

Skorzystaj z dostepnych Zrodet i znajdz inne
przykiady wykorzystania krzywej tancuchowej
w architekturze.

,sliflgig'glf_‘lm
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1.10. Zagadnienia uzupetniajace

B Réwnania i uktady rownan drugiego stopnia

Na rysunkach ponizej przedstawiono przyklady krzywych opisanych za
pomoca rownan drugiego stopnia.

BLAERE

Parabola jest zbiorem punktéw plaszezyzny
rowno odleglych od ustalonej prostej k (kie-
rownicy paraboli) i ustalonego punktu F
(ogniska paraboli). Na rysunku obok przed-
stawiono palﬁboltg y = La?. Jej kierownica

jest prosta y = —1, a Gglllbklﬁlll — punkt

F(0,1). Zachodzi réwnos¢ |F P| = |PP,|.

Okrag jest zbiorem punktow plaszezyzny.
ktérych odleglosé od ustalonego punktu O
(srodka okregu) jest réwna promieniowi
okregn. Do okregu o promieniu r, ktorego
srodkiem jest poczatek ukladu wspolrzed-
nych, naleza punkty, ktorych wspoélrzedne

(x,y) spelniaja réwnanie x* + y* = 2.

Na rysunku powyzej przedstawiono okrag o réwnaniu z? + 3% = 9 — jego
srodkiem jest punkt O(0.0), a promien jest réwny 3. Dla dowolnego punk-

tu P nalezacego do tego okregu zachodzi réwnosé |OP| =

Elipsa jest zbiorem punktow plaszezyzny,
ktéryech suma odleglosci od dwdch ustalo-
nych punktéw F; i F, (ognisk elipsy) jest
stala. Jesli osie symetrii elipsy przecinaja sie
w poczatku ukladu wqpuluediw{h to jest
ona dana rownaniem 3 +ﬂg = 1, gdziea > 0

ib>0. W pray padku gdy a = b, otrzymuje-
my okrag (Fy = F> = 0).

¥ o
' T e prie 5 o 1 F a7 T=} ‘ - -4 Y 4 1 L !
Na rysunku powyzej przedstawiono thb(,_, dang réwnaniem = + 4 = 1.
Przecina ona 0§ OX w punktach (—4,0) i (4,0), zas o§ OY w punktach

(0,—3) i (0,3).

). Jej ogniskami sa punkt‘y F\(—/7.0) i F5(v/7,0). Dla dowol-

nego punktu P nalezacego do elipsy zachodzi réwnosé |F\ P| + |FoP| = 8.

1. Zastosowania funkcji kwadratowe;



Przykiad 1

Wyznacz punkty wspoélne okregu z° + 3> = 9
i paraboli y = 2% — 3.

Aby wyznaczyc¢ punkty wspolne okregu i para-
boli, rozwiazujemy uklad réownan:

{$2+y2=9

o=l
y=a"—3
R o [ [ . . - ¢ 3
gt=-y +9 7 pierwszego rownania wyznaczamy &=
y = _yE 4+9—3 i podstawiamy do drugiego réwnania.

Otrzymujemy réwnanie kwadratowe y? +y — 6 = 0. Jego rozwiazaniami
sa liczby: yy = -3 1y, = 2.
Punkty wspélne okregu i paraboli: P (0, =3), Po(—v5.2) i Py(v/5,2).

1. Narysuj okrag, ktorego liczba punktéw wspolnych z parabola y = x° jest

rowna:
a) 0, b) 1, ¢) 2, d) 4.
2. Wyznacz punkty wspolne okregu i paraboli.

a) 2 +y? =4, y=—2° c) *+y* =10, y=a2"—41

b) #* +y?* =16, y=a*+4 d) a*+y* =25, y=—2+5
Przyktad 2
Na rysunku obok przedstawiono okrag i T % EPN E P B O
22+ y2 = 4 i elipse ulr_; + 8 =1. Maja =t oo,

one dwa punkty wspoélne. Wspolrzedne
tych punktow mozemy odezytacé z ry-
sunku. Mozna je tez wyznaczy¢, rozwia-
znjac uklad rownan:

I2_|_y1£:4
22 + 4y* = 16

Punkty wspdlne okregu i elipsy: P (0. —2) i Py(0,2).

3. lle punktéw wspdlnych moga mieé okrag i elipsa (wykonaj odpowiednie
rysunki)?

1.10. Zagadnienia uzupelnigjace
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Zestawy powtorzeniowe

W Zestaw |
1. Rozwiaz rownanie.
a) 4o* — 5z =0 c) 2522 —-1=0 e) z(z+2) =—1
b) x = 227 d) 1-222=0 f) z(z —8) =4(x —9)

2. Rozwiaz rownanie.

a) 2 —4x—-5=0 d) 32*-3z+9=0 g) z(z—5)=2zx(z—1)
b) 222 +5x+1=0 e) Ta* +2zx =1 h) 2(1 —5z2) = (1 — x)?
c) 3x2—14z—-5=0 f) =32 +z+1=0 i) (2?+4)=3i(1-2)

3. Rozwiaz nierownosc.
a) *+x—-120 ¢) 5a? —br+2<0 e) dr—32><2—2?
b) 4r? +20x +25<0 d) —32* + 6z > 2 f) —x(4—2x)>4-2?

4. Wyznacz zbiory ANBi1 A\ B.
a) A={zeR:2°+22-1<0, B={zeR:2*+2 >0}
b) A={zeR:2°+42+2>0}, B={zeR:2°—2—-6< 0}
¢c) A={zeR:32+18> 2%}, B={x e R:a2*— 4o < 3}

5. Rozwiaz réwnanie.
a) {3'2 = 4}{1‘2 +9)=10 c) 2P —242 41 =10 e) 21 — 1622 =0

b) (922 —4)(22-3)=0 d) 2*+1622=0 f) 42t +422+1=0
6. Rozwiaz réwnanie, stosujac odpowiednie podstawienie.

a) 2! —32° —4=0 d) 8z —-322-3=0 g)az?'-222-8=0

b) ' —622+8=0 e) ' —622—-16=0 h) a'+22°-15=0

¢) 2*+722+10=0 f) 2*—222-5=0 i) 244+1022425=0

7. Rozwigz uklad réwnan. Podaj jego interpretacje geometryczna.

y:,;.'—|—3 y—3I—J y:2;1'—2
a) 5 b) c)
y=-—-x"+5 y=gz?-3 y=a°—2z+1

8. Rozwiaz algebraicznie i graficznie uklad réwnan.

a) y = 2a° b) y=a>—4z+6 . y=lT9+-r—|—]
y=23—z° y=—x°+ 4z | y =2+ 4z + 1

N 44 1. Zastosowania funkcji kwadratowe;
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9. Naszkicuj wykres funkeji f. Wyznacz wartos¢ najmniejsza i wartosé naj-
wicksza funkeji f w podanym przedziale.
a) f(z)=2a%+4a, (—2;1) ¢) f(x) =2*+2zx+1, (0;2)
b) f(x) = —a? + 2z, (0;4) d) f(x)=—a*+ 3z -2, (—2;2)
10. Dla jakich wartoéci a i b suma a®+b* przyjmuje wartosé najmniejsza, jesli:
a) a+b=4, b) a—b=3, ¢) 2a+b=17
11. Mamy 240 metréw biezacych siatki ogrodzeniowej.
Cheemy nia ogrodzi¢ prostokatny ogrédek o jak naj-
wiecksze] powierzchni. Jakie wymiary powinien miec 10'm
ogrodek, jezeli nie bedziemy grodzic¢ jednego boku na
odeinku 10 metréow?
12. W sklepie zostaje codziennie sprzedanych 40 sztuk pewnego towaru. Zysk
przypadajacy na jedna sztuke tego towaru wynosi 240 zl.
a) Ekspert A twierdzi, ze obnizenie ceny o x zl spowoduje wzrost dziennej
sprzedazy tego towaru o x sztuk. O ile nalezy obnizy¢ cene, aby zysk byl
najwiekszy? O ile zwiekszy si¢ wtedy zysk?
b) Ekspert B twierdzi, ze podniesienie ceny o (20-x) zl spowoduje spadek
dziennej sprzedazy tego towaru o x sztuk. O ile nalezy podnies¢ cene, aby
zysk byl najwiekszy? O ile zwigkszy sie wtedy zysk?
13. Zaznacz w ukladzie wspélrzednych zbior tych punktéw (x,y), ktorych
wspolrzedne spelniaja ponizsze warunki.
z? -4z <0 E > —2—-2<0 2+ —6>0
a : ) , C ;
y—4>0 ' —2y—3<0 28 +3y—2>0
W Zestaw |l
1. Dla jakich wartosci parametru ¢ funkcja f ma dokladnie jedno miejsce
zerowe?
a) f(x)=a2*+3z+¢ ¢) fla)=—-2"+a+c+1
b) f(z)=a?—2V5z—c d) f(x)=2*+ecx+c
2. Dla jakich wartosci parametru b funkcja f ma dwa rézne miejsca zerowe?
a) fl(z)=z%+bzxr+4 b) f(z) = —x® + 2bz — 1
3. Naszkicuj wykres funkcji f. Odezytaj z wykresu liczbe rozwiazan réwnania

f(x) = m w zaleznosci od parametru m.

a) f(z) = |z* + 2z b) f(z) = 2* — 3|x| ¢) flz) = —a?+2|z|+3

Zestawy powtdrzeniowe
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10.

11.

12.

13.

Rozwiaz roéwnanie, stosujac odpowiednie podstawienie.

a) (2? —2x)* +5(x* —22) +4=0 ¢) (x%—5z)(2* — 5z +2) =24
b) (22 +4z)* + 7(z* +42) +12=0 d) (a2 +22)(2* +22—1) =2

Rozwiaz rownanie.

a) t—9yr—4—-40=0 b) * — 9|z + 18 =0

Rozwiaz rownanie. Sprawdz otrzymane rozwiazania.

a) Viz—a2—12-(2*-1)=0 b) (z*+ 2z — 15) - V22 — 42 =0
Uzasadnij, ze podane rownanie ma dwa pierwiastki: x,, x,. Nie wyznacza-
jac tych pierwiastkéw, oblicz warto$é wyrazenia a7 + 25 — 8z 2.

a) 1522 — 122 — 20 =0 b) (VZ+ )22+ (VZ-1)z—1=0

Wyznacz wzor funkeji kwadratowej f, jesli:

a) do jej wykresu nalezy punkt (0,—2), suma jej miejsc zerowych jest
rowna % a suma ich odwrotnosci jest rowna 4,
b) iloczyn jej miejsc zerowych jest réwny 24, a parabola bedaca jej wykre-

sem ma wierzcholek w punkcie (5, 2).

Dla jakich wartosci parametru m rownanie ma dwa pierwiastki o roznych
znakach?

a) *+(m—3)z+m=0 ¢) sma®+ (m?*—1)z+m?® —4m =0
b) 715—.'1:2 +(m+1l)z+1=0 d) (3m—2)a* +mz+1— %m =)

Dla jakich wartosci parametru m rownanie:

a) 20* — ma + m + 2 = 0 ma dwa rézne pierwiastki dodatnie,

b) —2° + (2m — 2)x +m* — 2m = 0 ma dwa rézne pierwiastki ujemne?
Dla jakich wartosci parametru m nieréwnos¢ spelniona jest przez dowolna
liczbe rzeczywista a7

a) mz*+4r+m—1<0 b) (m—3)z*+B3—m)z+m >0
Wyznacz wartosci parametru m. dla ktorych zbiorem wartosci funkeji f
jest przedzial (1;00).

a) f(x)=a>+(2m+2)z —m b) f(x) = (m+1)2*+(m+1)z+m+3
Zaznacz w ukladzie wspotrzednych zbiér punktéw (k, m), dla ktérych row-
nanie x* + kx +m = 0:

a) ma jedno rozwiazanie x, spelniajace warunek |ry| < 2,

b) ma dwa rozwiazania x,, r, spelniajace warunek x? + z3 = 4.

1. Zastosowania funkcji kwadratowe;



Sposob na zadanie @

Przykiad
Dla jakich wartodci parametru m réwnanie z° — 2maz +m — 1 = 0 ma dwa
rozne pierwiastki mniejsze od 27

Aby rozwiazac¢ to zadanie, mozemy postapi¢ na jeden z ponizszych sposobow.

I sposob
Warunki zadania sa spelnione, gdy:
A>0 A>0 A>0 Liczby 21 — 2132 — 2
<2 -2<0&< (z- 2)(1.»_}: -2)>0 sa ujemne, gdy ich
iloczyn jest dodatni,
Ty < 2 Te—2 < () (2, — 2) i (;I!-_g_ - 2) <0  asuma ujemna.

e A=bW —dac=(-2m)*—4(m—-1)=4m* —4dm + 4
A=4m? —4m +4 > 0 dla m € R (sprawdz).

o (21 -2)(22—2) = 1122 — 22, — 22944 = 22— 2(1 +32) +4 = E+?-L—’+4 =
=m-1—4m+4=-3m+3
Zatem (r; —2)(x2 —2) > 04 —3m+3 > 0,
Nieréwnoscé ta jest spelniona dla m < 1.
e =2+ (22— 2) =z +a—4d=—2—4=2m—1
Zatem (r; —2)+ (2 —2) <0 2m -4 < (.
Nierownosc¢ ta jest spelniona dla m < 2.

Po uwzglednieniu powyzszych warunkéw otrzymujemy, ze m € (—oo; 1).

II sposob
Rozpatrzmy tréojmian kwadratowy f(z) = 2° — 2ma +m — 1.
a > 0, wiec warunki zadania sa spelnione, gdy:

A>0 i Dwa rdzne pierwiastki sa mniejsze od 2,
Fo 2 gdy pierwsza wspolrzedna wierzcholka
; > paraboli z, < 2 oraz f(2) > 0 (dlaczego?).
f(2)>0 o[22 X
« A > 0 dlam € R (sprawdzone tak jak w sposobie wyzej)
., = ._.i — 2?‘_” = M1
L 2a 2 '

Zatem x,, < 2 dla m < 2.
e f(2)=2°-2m-24+m—1=-3m+3

Nierownosé¢ —3m + 3 > 0 jest spelniona dla m < 1.

Odpowiedz: Warunki zadania sa spelnione dla m € (—o0; 1).

Sposéb na zadanie 47 IS
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@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

E

10.

Liczba pierwiastkow réwnania 821 + 52 — 12 = 0 jest réwna:

A. 0, B. k. C. 2, D. 4.

P L% 2. e . o i 1{ b R . 16.1:2—1 n?
Dla jakich liczb rzeczywistych x okreslone jest wyrazenie AT
A.zeR C. € R\ {—%.1}

B. zeR\{-3:3} D.zeR\{-5:—3:%3 1}
Najmniejsza wartos¢ funkeji f w przedziale (0; 2) jest liczba dodatnia, gdy:
A flz)=a2®—-2z+1, C. f(z)=—a?+ 3z +1,

B. f(z) =32* +6x —1, D. f(z) = —3z% + 4z + 1.

Dwa rozne pierwiastki dodatnie ma réwnanie:

A. 2> —4x+5=0, C.2°-5x+6=0,

B. 42> — 43z +3=0, D. 2%+ 5z — 6 =0.

Punkt (z0,90) jest punktem wspélnym parabol y = —2* + 8z —8 iy = a°.
Wowezas |xy — yo| rowna sie:

Ai 2!, Bi 4i C‘- G! Di Si

Roéwnanie 222 4+ 32 + m = 0 nie ma rozwiazan wtedy i tylko wtedy, gdy:
A.m>1125, B.m>-3I, C. m< g, D. m < 2.

Jezeli réwnanie (m — 1)z% + 2max + (m + 2) = 0 ma dokladnie jedno
rozwigzanie, to liczba m nalezy do przedziahu:

A. (—o0:—2), B. (2;0), C. (—2;0), D. {D;2).

Nieréwnos¢ ma? + 4z + 4 < 0 nie ma rozwigzan wtedy i tylko wtedy, gdy:
A.m >0, B. m <0, C.m=1, D.m< 1.

Pole prostokatnej dzialki, ktorej jeden bok jest o 2 m dluzszy od drugiego
boku, wynosi 288 m®. Obwod tej dzialki jest réwny:

A. 64 m, B. 68 m, G. 72 m, D. 76 m.

Boki prostokata PP, o wymiarach 4 cin i 8 cin wydluzono o @ ¢m i otrzymano
prostokat P, o polu réwnym 96 cm?. Przekatna prostokata P, ma dlugosé
rowna:

A. 310 ¢, B. 410 cm, C. 313 cm, D. 4v/13 cm.

1. Zastosowania funkcji kwadratowe;
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Przed obowigzkowa matura z matematyki @

M Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)

Rozwiaz réwnanie z! — 322 — 28 = ().

Zadanie 2 (2 pkt)
2e—y=10

Rozwiaz uklad rownan 5
¥ —=2=

Zadanie 3 (2 pkt)
Suma liczby a i potrojonej liczby b wynosi 12. Oblicz najwigksza wartosé
iloczynu liczb a i b.

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 4 (5 pkt)
Wskaz te rozwiazania réwnania x' — 1422 + 45 = 0, ktére spelniaja warunek
202 — 3z — 5 >0.

Zadanie 5 (4 pkt)
Dane sg proste k: y = 2x + 2 oraz l: y = —2x — 5. Sprawdz, ktéra z tych

prostych ma wiecej punktéw wspolnych z parabola y = 2% + 42 + 3.
S

Zadanie 6 (5 pkt) y
Boki trapezu prostokatnego przedstawionego na rysunku obok -
spelniaja warunki: * + y + z = 18 oraz z = 2x. Uzasadnij, ze

jesli taki trapez ma najwicksze mozliwe pole, to jego obwdd

jest nie mniejszy od 27.

Zadanie 7 (5 pkt)

Suma dlugosci wszystkich krawedzi prostopadloscianu, ktorego podstawa jest
kwadrat, wynosi 48 em. Oblicz najwieksze pole powierzchni calkowitej takiego
prostopadlo$cianu.

Zadanie 8 (5 pkt)

Rozpatrujemy prostokaty polozone w 1 ¢wiartee
ukladu wspolrzednych. Trzy wierzcholki tych prosto-
katow leza na osiach ukladu wspolrzednych. a czwar- :
ty lezy na prostej y = —%.-r + 4 (rysunek obok). 0 A X

a) Podaj wzoér opisujacy pole prostokata w zaleznosci od wspélrzednej xy
punktu A.

b) Ktory sposréd tych prostokatéow ma najwicksze pole? Podaj wspélrzedne
jego wierzcholkow.

Przed matura

40 I
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@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-3 odpowiedz ma postac trzycyfrowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)
Oblicz sume dodatnich pierwiastkéw réwnania 362" — 4327 + 12 = 0. Zakoduj
cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku otrzymanej liczby.

Zadanie 2 (2 pkt)

Punkt (x,, ;) lezy w pierwszej ¢wiartce ukladu wspohrzednych i jest punktem
wspolnym paraboli y = %1‘2 i prostej y = %LL‘-i— 1. Zakoduj cyfre jednosci i dwie
pierwsze cyfry po przecinku liczby x; - y,.

Zadanie 3 (2 pkt)

Niech my bedzie najwieksza calkowita wartoscia parametru m. dla ktorej row-
nanie (m—1)x®—3z+1 = 0 ma dwa rézne pierwiastki. Zakoduj cyfre jednosci
i dwie pierwsze cyfry po przecinku liczby v/3my.

Zadanie 4 (5 pkt) @
Kazdy ksiezye zbudowany na boku prostokata jest ogra-
niczony okregiem opisanym na tym prostokacie oraz
okregiem, ktorego srodkiem jest srodek danego bolku.
Wykaz, ze jesli obwdd prostokata jest rowny 8 cm, to
pole zacieniowanego obszaru jest nie wieksze niz 4 em?.

Zadanie 5 (4 pkt)
Naszkicu] wykresy funkeji f(x) = %;1‘.2 +ax—11ig(x) =4—2|r— 1|. Podaj
rozwigzanie nieréwnosci f(x) = g(x).

Zadanie 6 (4 pkt)

Naszkicuj wykres funkeji f, ktora kazdej liczbie rzeczywistej m przyporzad-
kowuje liczbe rozwigzan réwnania (m — 1)x* + (m — 1)z +2 = 0.

Zadanie 7 (4 pkt)

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie z* + (m — 1)z +4 = 0 ma dwa
rozne pierwiastki mniejsze od 47

Zadanie 8 (5 pkt)
Dla jakich wartodci parametru m réwnanie @2 — (3m — l,) x4+ 6 =0 ma dwa
rézne plerwiastki x,, z, spelniajace warunek |z; — 5| = 127

Zadanie 9 (4 pkt)

Zaznacz w ukladzie wspolrzednych zbior punktow (A, m), dla ktérych suma
kwadratéw dwdch réznyceh pierwiastkéw réwnania x° + ka + %’m = () jest
rowna 2.

1. Zastosowania funkcji kwadratowe;



2 Wielomiany

Omawiane w tym rozdziale funkeje, zwane wielomianami, stuza do opisu wielu
zjawisk. Na przyklad zaleznos¢ miedzy liczba obrotéw na minute silnika lodzi
motorowej a jej predkoscia mozna opisac za pomoca wielomianu. Na rysunkach
ponizej przedstawiono wykresy przykladowych wielomianow.

monmE N A G
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2.1. Stopien i wspotczynniki wielomianu

Definicja

Jednomianem stopnia n nazywamy funkcje y = ax™, gdzie a € R\ {0},
neN;.

Jednomianem stopnia 0 jest funkeja stala y = a, gdzie a # 0.

Funkcja y = 0 jest jednomianem zerowym, ktorego stopnia nie okreslamy.
Liczbe a nazywamy wspolczynnikiem jednomianu.

Cwiczenie 1
Czy ponizsza funkcja jest jednomianem? Jesli tak, to podaj jego stopien.

a) y = —5a’ b)y=2% c)y=12 d) y =6z e) y = v2z°
Sume dwdch jednomiandow réznych stopni nazywamy dwumianem. np.:
Y = a® + 2x dwumian trzeciego stopnia
oY= 5_1"’ 41 dwumian czwartego stopnia
Sume trzech jednomianéw réznych stopni nazywamy trojmianem, np.:
Yy = 72 +2x+1 trojmian drugiego stopnia (kwadratowy)
Yy = 52° — 22% 4+ 4 trojmian szostego stopnia
Ogolnie sume jednomianéw nazywamy wielomianem., np.:
Yy = 6z° — 92° + 22° — 2° wielomian dsmego stopnia
Zwroc uwage na to, ze stopniem wielomianu jest najwyzszy stopien sposrod
stopni wystepujacych w nim jednomiandow. Wielomian jest zapisany w sposob
uporzadkowany, gdy jednomiany, ktorych jest suma. sa ustawione kolejno
od jednomianu najwyzszego stopnia do jednomianu najnizszego stopmia.

Definicja
Funkcje zmiennej rzeczywiste] @ dana wzorem:

w(;a:) =igaat b sxl b b metag
gdzie a, # 0, n € N, nazywamy wielomianem stopnia n.
Jednomian w stopnia 0 nazywamy tez wielomianem stopnia 0.
Jednomian zerowy (w = 0) nazywamy tez wielomianem zerowym.
Jednomiany wystepujace w wielomianie nazywamy tez jego wyrazami.
Liczby: a,.,a, 1, ..., a;, 09 nazywamy wspotczynnikami wielomianu.
Wspélezynnik ay nazywamy wyrazem wolnym.

Stopienn wielomianu w oznaczamy przez st (w).

2. Wiglormiany



Zauwaz, ze — zgodnie z definicja — wielomianem jest zarowno funkcja liniowa,
jak i funkcja kwadratowa.

Cwiczenie 2
Uporzadkuj wielomian w i podaj jego stopiei.
a) wz)=z+a*+2°—-1-22-2' ¢) w(z)=32'-2+6z—2%+2"+22°

b) w(z) =22% —2* + 22t —z — 22*  d) w(z) =5 - iz + 22'% — 2% + 322

Przykiad 1

Wypisz wspolezynniki wielomianu w(z) = 5z' — 22? + 1z + 1 i podaj jego
stopien.

a3 =95, a3=0,a,=-2,a, = %, ag = 1, stopien wielomianu: st (w) = 4

Cwiczenie 3
Wypisz wspolezynniki wielomianu w i podaj jego stopien.

il e et B e P R G N, NS il o e 10
a) w(xr) = -2+ b)wir) ==z +2" +2~+1 c) w(zx) =2
Cwiczenie 4

Zapisz wielomian czwartego stopnia, dla ktorego:

a) ay = ay = ayg = —3, az =a; =0, b) a, =(-1)"dlan=0,1,2,3,4.
Przykiad 2

Oblicz wartodci wielomianu w(z) =32 =52 —Tdlas 2 =2, 2 = -2ia = 0.
w(2) =3 -5.8-7=3.1§-5:8—-T=48—-4)—-T=1

w(=2) =3 (-2)4—5-(-2)*-7=3-16—5-(—8) —7T=48+ 40— 7 =81
w(0) =3-0—-5-0-T=-7

Zauwaz, ze wartos¢ w(0) jest rowna wyrazowi wolnemu wielomianu w.

Cwiczenie 5

Oblicz wartosci wielomianm w dla: x =0, x =21 ¢ = —2.
a) w(x) =22° -2 +2—4 ¢) wz)=a2"—2*+3x -2
b) w(z) = 2* 4+ 22% — 6z + 1 d) w(z)=—a"4+22" -2 +3

Cwiczenie 6
Oblicz wartosci wielomianu w dla: r = —z i ¢z =
a) w(zr) = —42® — 22* — 6z + 3 b) w(x) = 32z — 8z — 2z + 3

2.1, Stopier | wspdlczynniki wielomianu



Zadania

L

o] 0.

Dane »-.q, wielmnia:w w(a‘) = 22 — 62* + 0,12, v(z) = —62% + 4 + a?,
w(x) = —r o B .j o é — 1. Wskaz wéréd nich wielomian:

a) stopnia tuu_.legﬂ, upolaqdkuj go i podaj wspolezynniki: as. as, a; i ag,
b) stopnia piatego, uporzadkuj go, podaj wspélezynniki: as. ay, as, as, a,
i ag oraz oblicz ich sume (patrz zadanie 9.).

Oblicz wartosci wielomianu w dla: z =0, x = % r=-—21z=-=3.

a) w(z) =32"+2* -2z -3 ¢) w(z) =242+ 3z —

b) w(z) = —22° + 2* — bx + 2 d) w(z) = —z' + 52° — 4=z — 10
Punkty: P(1,a), Q(—1.b), R(? ¢), S(3,d) naleza do Y

wykresu wielomianu w(z) = 2* — 32° — La® + 3z + 4 oo
(rysunek obok). Wyznacz wspolrzedne: a, b,eid.

Ktore z punktéow: P, @ naleza do wykresu wielo- UD A
mianu u?

a) w(z) =2z - 322 -5z +1, P(-2,7), Q(2,-5)

b) u(x) =4a® — 22+ 3z + 1, P(},2), Q(-3,-1)

Oblicz wspolezynnik a wielomianu w, jesli:
a) w(z) =ax’+z+1, w(l) =3, ¢) w(z) =2+ az?®+3, w(—4) = 3,
b) w(z) =32 -2 +a, w3)=0, d) w(z)=azx®+42+2, w(2)=—6.

Oblicz wspolczynniki a 1 b wielomianu w, jesli:
a) w(x) = —32° + az® + bz + 2, w(—1) = 4, w(2) = 20,
b) w(z) = 2* + ax® + bz? + 2, w(-3) =11, w(1) =T7.

Okresl stopien wielomianu w w zaleznosci od parametru m.
a) w(r) = (m?—4)z° 4+ (m+2)2% +

b) w(x) = (m* + 4m)x® + ma* — 2

Podaj wielomian stopnia 4., ktorego wspolezynniki: ag. a,., a2, as, ay sa ta-
kimi liczbami, ze kazda nastepna jest dwukrotnie wigksza od poprzedniej,
a suma wszystkich jest réowna 1.

Uzasadnij, ze suma wspolezynnikéw dowolnego wielomianu w jest rowna
w(1). Oblicz sume wspolezynnikéw wielomianu w.

a) w(z) = («® —27)(2z% + 112)(x? — 1) b) w(z) = (22® — 5z + 2)'™

. 54 2. Wislomiany



2.2. Dodawanie i odejmowanie
wielomiandéw

Aby wyznaczy¢ sume wielomianow, dodajemy wyrazy podobne wystepujace
w tych wielomianach. Suma wielomianéw jest wielomianem.

Przykiad 1
Wyznacz sume wielomianow:

w(z)=22*+92° —62°+3x -5 i w(zx)=-32°+22* -2z
w(x) +w(z) = (22 + 92% — 62% + 32 —5) + (=32 + 22% —x) =
=2z +92° —62°+3xr—-5—-32°+22° — z=

=2t 4+ 622 — 422 4+2x -5

Cwiczenie 1

Wyznacz sume wielomiandow u i w. Podaj stopien wielomianu u, wielomianu w
oraz stopien ich sumy.

a) w(z) = 172" — 142* + Tx — 5, w(x) = 62 + 112> — 52 +5

b) u(z) =927 — 132* + 1022 — 2, w(z) = —9z7 + 62 — 1222 + 7

Cwiczenie 2
Podaj przyklady wielomianéw u i w takich, ze st (u) = 4, st (w) = 4 oraz:

a) st(u+w) =4, c) st(u+w)=2, e) st(u+w)=0.
b) st (u+ w) = 3, d) st (u+w) =1,
Twierdzenie

Jesli wielomiany: u, w oraz u + w sa niezerowe i st (u) < st (w), to:
st (u+ w) < st (w)

Przykiad 2

Wyznacz sume wielomianéw u(x) = 82 +52% — Ta i w(zx) = —8a* — ba? + Ta.
u(z) + w(z) =82* + 52> — Te — 82° — 52 + Tx =0

Zatem suma u + w jest wielomianem zerowym.

Cwiczenie 3

Dany jest wielomian u(zx) = a,x" + a,_12™ ' + ... + asx® + ayx + ay. Co

mozna powiedzie¢ o wspolezynnikach wielomianu w, jesh u + w jest wielomia-
nem zerowym?

2.2. Dodawanie i cdejmowanie wielomiantw

¢n
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Aby wyznaczy¢ roznice wielomianow, odejmujemy od wyrazoéw pierwszego
wielomianu odpowiednie wyrazy podobne drugiego wielomianu. Réznica wie-
lomiandow jest wielomianem.

Przyktad 3
Dane sa wielomiany u(z) = 62' — 32° + 22° — 3 i w(2) = 42" + 22° — 2% — Ha.
Wyznacz réznice v — w.

Zmieniamy

u(z) — w(z) = (62 — 32® + 22® — 3) — (42" + 22> — 2* — 52) = ,paki wspol-
= ﬁd“_j - iﬁ + 24?,:3 _é = E = 2_15._3 o 3&3 e % — czyvnnikaw

I. 3 % wielomianu w.
=2z" - 0z° +3z° + 5z —3

Cwiczenie 4
Wyznacz réznice u — w. Podaj stopnie wielomianéw: u, w i u — w.
a) w(z) =52 +22° + 4z + 22 + 1, w(z) = —2. S — 62 + 2w — 1

b) u(z) = 22° + 12 — 22?2 4+ 1, w(x) = 0,752% — 0,2z* + 0,1252?

Przykiad 4

Dane sa wielomiany f(z) = — 223 — 222 +1ig(x) =52 + 2% — 222 + $z
Wyznacz wielomian h(z) = ( —2g(a }

Mnozyvmy kazdy

.-’LI[:L‘} - 3(3*1’4 — 227 — %I’E =2 1) - 2{53—74 +a% =2 -+ %I} —  wyraz wielomianu [

=0zt — 623 — 22 +3— 10! — 223 + 422 — 3z = przez 3 i kagdy
- wyraz wielomianu g
=—a'—-82*+32*—-3x+3 przez —2.

Cwiczenie 5

Wyznacz wielomian h(z) = 3f(x) — 4g(z). Oblicz h(—1).

a) f(x)=—22°+42% —8x+5, g(a ) x% — 22 + 32% — 6z + 2
b) flz) =22% -6z —z2 + 4z, g(z) =152° —a? + 322 + 3z -1

Cwiczenie 6 | Y
Na rysunku obok przedstawiono wykresy :
wielomianéw f(x) = 2 — 22?2 + o+ 1 oraz
g(z) = a' — 32° + 222 — 1.

a) Czy punkt P(1, —2) nalezy do wykresu
wielomian u(z) = 2f(x) + 4g(z)?

b) Niech w(z) = 2f(x) —3¢g(x). Dla jakiej
wartosci wspoélrzednej a punkt (0, a) na-
lezy do wykresu wielomianu w?

2. Wielormiany



Oprécz wielomianow jednej zmiennej rozpatruje sie rowniez wielomiany wielu
zmiennych, np.:
u(x,y) = 3aty? — Toy® — xy — 2y jest wielomianem dwdéch zmiennych,

w(x,y, z) = 9zy*z + 42°y*2* + 6yz jest wielomianem trzech zmiennych.

Przyktad 5

Podaj wielomian opisujacy pole powierzchni calkowitej
oraz wielomian opisujacy objetosé¢ prostopadloscianu
o krawedziach dlugosci x, y, z (rysunek obok).

P(z,y.2z) = 2zy + 22z + 2yz jest wielomianem trzech 2z
zmiennych opisujacym pole powierzchni calkowitej pro- Rl

stopadloscianu. Objetosé¢ tego prostopadloscianu opi- ~
suje wielomian V(x,y, z) = xyz.

Wyrazy wielomianu wielu zmiennych sa podobne. gdy odpowiednie zmienne
wystepuja w nich w tych samych potegach. Wyrazami podobnymi sa na prazy-
klad 42°y? i 62y, Aby wyznaczyé sume (réznice) wielomianéw wielu zmien-
nych, nalezy dodaé (odjac) wyrazy podobne tych wielomiandw.

Przykiad 6

a) Wyznacz sume wielomianow u i w.

u(z,y) = 32%y + 6zy® — 4xy, w(z,y) = Sxy® + 42y + 2y + 2

u(z,y) + w(z,y) = 32y + 6zy® — day + Sey® + ey + zy + 2=
= Ta?y + bay® + 6xy* — 3zy + 2

b) Wyznacz roznice wielomianow u i w.

w(z,y, z) = baty?z? — dayz?, w(r,y,z) = da*y*z — 3zyz? + 2y2°
w(r,y, z) —w(z,y, z) = bxy’z? — doyz® — ba’y’z + 3zyz® — 2y2° =

= 532%y%2® — 5x%yPz — ayz? — 2y

Cwiczenie 7

Wyznacz sume i roznice wielomianow wu i w.

a) u(z,y) = 42°%y* — 3z%y* + 2zy + 2, w(z,y) = 32%y® — 62°y* — 6xy — 3
b) u(z,y) = Fz'y+ 3%y — 292 + 1, wlz,y) =32%+ 3z’ —2+4

Cwiczenie 8
Wyznacz sume i réoznice wielomianow u i w.
a) u(z,y,2) =4dry*z® — 62%y°z — xy2®, w(z,y,z) = zy?z? + 62%yz* + 2zy2®

b) u(z,y, z) = 8x?y + 6xz? —dy?z — y2®, w(z,y,z) = 8x2% +4y?z — 3yz* + 23

2.2. Dodawanie i odejmowanie wiglomiandw
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Zadania

1.

Wyznacz sume f + g oraz roznice f — g wielomianow f i g.

a) flz) = %:t:ﬁ — 9% %:r.2 +4, g(z) = i:r.ﬁ + 228 4 2% — ixrg —2x+2

b) f(z) = —22* + 4z —2° + 2, g(z) = —5z + 32* + 2° — 32°

c) flz) =3z + 22" — 5+ 4z, g(z) = -3z +2°— 22" +2

Wyznacz wielomiany w(z) = 2f(x) — 3g(x) oraz u(x) = —;-g{:r.) — % (z).
Podaj stopien oraz sume wspolezynnikow kazdego z tych wielomianow.
a) f(z) =2° + 102 + 3, g(z) = -2z + £ +2

b) f(x) = 32° 4+ 62° — 9z, g(x) = 22° + 42° — 42

Wiadomo, ze f(z) = u(x) + 2w(x), glz) = 2u(z) — 3w(x), gdzie v i w sa
pewnymi wielomianami. Oblicz:

a) f(5) i g(5), gdy u(5) =7 i w(5)=—2,

b) f(—3) i g(—3), gdy u(-3) =—4 i w(-3)=—6,

Q) u(=3) i w(=}). edy f(—4) =0 i g(}) =13.

Co mozna powiedzie¢ o stopniu sumy wielomianow p i g, jesli:

a) st(p) =5,st(q) =4, c) st(p) =m. st(q) =n?

b) st (p) = 5, st (g) = 5,

Okresl stopien wielomianu « + w w zaleznosci od parametru a.

a) u(z) =22* — 32+ 6, w(z)=ax®+52*+4

b) w(z) = 32°% — az® + 222 — z, w(z) = —32°% - 62" —22%2+9

c) u(z)=(a+1)a* —2* + 4z, w(z) = (a®—1)2* + 2% +3

Okresl stopien wielomianu u + w w zaleznosci od parametrow a i b.

a) u(z)=ar* +22—6, wz)=bx*+ T2’ + 2+ 2

b) u(z) = ax” +32% +4, w(zr) =327 — bx* — 52+ 6

¢) w(z) = (a+1)z* — bx® + 222 + 1, |
w(z) = (=1 —b)z* — 42 — 22% 4 9z

Na rvsunku obok przedstawiono wykresy
wielomianéw f(x) = . g(x) = z? oraz
hiz)=p- f(z)+q-g(x).

a) Oblicz wartosci p i g.

b) Naszkicuj wykres wielomianu:
k(z) = 2h(z) + 4g(x)

2. Wielormiany



8. Oblicz wartos¢ wielomianu w dla podanych wartosci x i y.
a) w(x,y) = s2°y® —3zy* + 2%, 2 =-2,y=3
b) w(z,y) =2° — ;2%° — s2® — Loyt 2=2,y=—4
9. Wyznacz sume u+w oraz réznice u—w wielomianow u i w. Oblicz wartosci
SUImny i 1‘6iuic}' dlag=-21ip=3
a) u(z,y) = l*rz-q - 31';;9 + 2%y, w(z,y) = 328y — 2%y + 2y’
b) u(x u} = tay® + 32%° — 2%y, w(z,y) = soy® — 2%° + 2%y
10. Zapisz wielomian P opisujacy sume pol figur Fy, F, i F; w zaleznosci od
dhugosei x i . 1,
g L) I Y
U
£
b A
_.. : F y oy
r F a 2 7
i Z
y T4y
11. Dla ktorej trojki liczb, P czy Q. wartosé wielomianu w jest wieksza?

12.

13.

a) w(z,y, z) = 2z* yz~4:erz + 5xy? — 6z r=1 P |
b) w(z,y,z) = 22%° + 2%z — a2 + 2 Ply=-1 QLy=1
z)

¢) w(z,y,

1.6 1.2 4 5.2,4
syz” — sy + sxyta+ 1 z=1 z=—1

Stopien jednomianu wielu zmiennych jest suma wykia-dnikéw zmiennych
W nim wy&tqpumcyrh Na przyklad jednomian z?y* ma stopiefi réwny 5,
a jednomian xy*z' ma stopien réwny 8.

Stopien wielomianu wielu zmiennych jest réwny najwiekszemu sposrod
stopni wystepujacych w nim jednomianow.

Wielomian u(x,y) = 6x*y* — 82%y* + 122y + 32° jest stopnia 6.
Wielomian w(x,y. z) = —3ay®2° + da'yz® — 225y + Taz® jest stopnia 9.

Wyznacz wielomian v(z,y,z) = 2u(z,y,z) — 3w(x,y, z) oraz okredl jego

stopien.

a) u(z,y,z) = 12%y2? + $a?yz — xy2?, w(z,y,2) = 2aty2® — 2%yz + xyz
2

b) w(z,y,z) = 2% ¥’z —xy?2® + ayz, wlx,y,z) = 3wyz? — vyz — 2y2*

Dany jest prostopadioscian o krawedziach dlugosci ., y, z oraz prosto-
padloscian o krawedziach diugosci z + 1, y + 2. z 4+ 3. Podaj wielomian
opisujacy sume pol powierzchni calkowitych tych prostopadloscianow.

2.2. Dodawanie i odejmowanie wiglomiandw
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2.3. Mnozenie wielomianow

Aby wyznaczy¢ iloczyn wielomiandéw, mnozymy kazdy wyraz pierwszego wie-
lomianu przez kazdy wyraz drugiego wielomianu. Iloczyn wielomianow jest
wielomianem.

Przyktad 1

Wyznacz iloczyn wielomianéw u(z) = 2z — 3 i v(x) = 2* — 2z + 2.

/:\\.
u(x) - v(z) = (22 —3) - i;{:"* —22+2)=2z(z*—2x+2)—3(2* —2x+2) =
= =2 — 42® + 4z — 32% + 6z — 6 =

=22% -T2 + 10z — 6
W wyniku pomnozenia wielomianu stopnia pierwszego przez wielomian stop-
nia drugiego otrzymalismy wielomian stopnia trzeciego.
Twierdzenie

[loczyn wielomianow stopnia m 1 stopnia n jest wielomianem stopnia m+n.

st (w - v) = st (w) + st (v)

Cwiczenie 1

Wyznacz iloczyn wielomianéw u i w. Podaj stopien otrzymanego wielomianu.
a) u(z) =a*, w(@)=a2"+22°-z-1 c)ulz)=cv-1wkx)=>+z+1
b) u(z)=a* -1, w@) =2 -z +1 d) u(z) =5-3z+2% w(z) =22 -1

Przykiad 2
Wyznacz wielomian zmiennej x opisujacy objetosé¢ pro- :
stopadloscianu przedstawionego na rysunku obok. o |
- |
Diugosci krawedzi prostopadloscianu sa liczbami dodat- 4 :
- - N — e e w—
nimi, zatem zakladamy, ze: T §
7L
2r—1>10 2e—1 %

r+4>0 czylix>
20 +3 >0

b=

Objetos¢ tego prostopadloscianu wyraza sie wzorem:
V(iz) =2z - 1)z +4)2x+3) = (22° +8x—x —4)(22z+ 3) =
= (222 + Tz — 4) (22 + 3) = 42° + 62° + 142% + 21a — 82 — 12
V(x) = 4a® 4+ 202* + 132z — 12 opisuje objetos¢ prostopadloscianu dla x > 3.

2. Wiglormiany



Cwiczenie 2

Wyznacz wielomian zmiennej @ opisujacy objetos¢ prostopadloscianu o kra-
wedziach: a, b, c.

a) a=z—l.b=zx+1l,c=z ¢) a=2z+1,b= é—.‘r+1, c=2r—1
bla=az+1.b=x+2,¢c=2+3 da=z+3,b=x+3, ¢c=2*-9

Mnozenie wielomianéw wielu zmiennych przebiega analogicznie do mmnoze-
nia wielomiandéw jednej zmiennej. Aby wyznaczy¢ iloczyn wielomianow wielu
zmiennych, mnozymy kazdy wyraz pierwszego wielomianu przez kazdy wyraz
drugiego wielomianu.

Przyktad 3
Wyznacz iloczyn wielomianéw u(x,y) =

2

-2y i w(x,y) = 22*+ y* — 3y.
u(z,y) -wlz,y) = (2% — 2y) - (22° + y? — 3y) =

= 22(22% + y* — 3y) — 2y(22% + y* — 3y) =

= 22 + 2%y* — 32y — 4%y — 27 + 6y* =

= 2z + a%y® — Ty — 2° + 64>

Cwiczenie 3
Wyznacz iloczyn wielomianow u i w.

a) w(z,y) =xy — 222, w(z,y) =222 —-3y* +a
b) u(x,y) =3ay* — 22+ 1, w(z,y) =y + 20y —y
¢) u(z,y) =42y + 3zy* — 22y, wlz,y) = 2*y* — 3%y + xy

Cwiczenie 4
Wyznacz iloczyn wielomianow w1 w.

a) w(z,y.z) =2’y + 222 +yz, w(z,y.z) =2ayz — yz
b) u(z,y,z) = 3zyz — 422° + ¢z, w(z,y,z) = 2%y — xy? + 22

¢) u(x,y,z) = ay?z® + 2ayz? — vyz, w(r,y.z) =2 + 2% + 32°

Zadania

1. Wyznacz iloczyn. Podaj wspolezynnik przy najwyzszej potedze oraz wyraz
wolny otrzymanego wielomianu.

a) (2x —1)(a* — 3a* + Tx) d) (6 — 3% —22%)(2® —da +1)
b) (2% + 2)(42” — 3z + 4) e) (223 +ta+1)(a® —2—1)
¢c) (22—a)(22*'—x+1) f) (2 - v22% —2Y) (V2 + = + 42?)

2.3, Mnozenie wislomiandw
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10.

Podaj stopien, wspolezynnik przy najwyzszej potedze oraz wyraz wolny
wielomianu w bez wykonywania mnozenia wielomianow.

a) w(z) = (x—1)(1 —a+ 2?) d) w(z)=(z—1)(x —2)(x—3)
b) w(z) = (32 —2)(22" —x+3) e) w(z)=(1—2z)(1+z)(3z*+2)
c) wx)=(1-2*)(1-22+42?) f) w(z)= (4z*+1)(1—2*)(6— 3xz)

Wyznacz wielomian v(2) = [w(x)]* i podaj jego stopieni.
a) w(z) =2 — 422+ 3 b) w(x) = V222 + & — 2V2

Wyznacz wielomiany f(x) = u(z) - w(z) oraz g(z) = [u(x)]* — w(x).

a) w(z) =a*+3z—1, wx) =a* - 62° — 22°

b) u(z) =2t — 22 +1, w(z) = —62°+22% -1

c) ulz) =2 —z*+z+1, wiz)=3z"-2z+1

Wyznacz wielomian zmiennej x opisujacy pole powierzchni calkowitej pro-
stopadloscianu o krawedziach: a, b, c.

a) a=2+1,b=24+2,¢=22—-4 bla=2*+4,b=2+2,c=2%-1
Dla jakich warto$ci parametrow m i n wielomiany » i w maja te same
wspolczynniki przy odpowiednich potegach?

a) u(z) = (22 — 3z + 1)(2? + 4z). w(z) = 2* + mz® +na® + 4z

b) w(z) = (2 — 22")(22° — 2 + 1), w(z) = ma®+ 22° + na* — 2 + 2?
¢) u(z) = (2* +2z)(2* — 22*), w(z)=(m+ 2"+ (2n —1)z° + 22°
Wyznacz wielomian v(x.y) = [u(z, y)]* — 2w(x,y).

a) u(z,y) = 222 — 2y, w(x,y) = 623y* — 32%y? + ¢*

b) w(z,y) = 3z2y + 222, w(z,y) = 2z*y* + 42°y? + 323y — 2y?
Wyznacz iloczyn.

a) (22%y + 3zy®)(x —y —4) ¢) (+y)(=*+y*) (2 +4°)

b) (z +y)(x—2y)(z—ay+y?) d) (V22— V3y)(22? + V6ay + 3y?)

Wryznacz iloczyn.

a) (x—2y)(y—22)(z — 2x) c) (2 —y)(3y +22)(2xz + y)(3y — 22)
b) (z+y+z)(z—y—2) d) (z+ 2y + zyz)(1 + = — yz)

Wyznacz wielomian zmiennych x, y, z opisujacy roéznice objetosci prosto-
padioscianu o krawedziach: x+1, y+2., z+ 3 i objetosci prostopadloscianu
o krawedziach: x + 1, y + 1, z + 1.

2. Wielormiany



Powierzchnie

Funkcja f dwoch zmiennych to funkcja, ktorej argumentami sa pary liczb
rzeczywistych (x, y), a wartosciami — liczby rzeczywiste z. Wykres funkcji
z = f(x, y) jest powierzchnig w tréjwymiarowym ukladzie wspolrzednych.

Wielomiany 7

Funkcja dwoéch zmiennych moze byc wielomianem.
Na rysunku przedstawiono fragment wykresu
funkciji okreslonej rdwnaniem:

f{x,y)=x2+y2 \ .-I_.-.- _

Wykresem tej funkcji jest powierzchnia noszaca
nazwe paraboloidy obrotowej. Zwro¢ uwage

na to, ze czesc wspolna tej paraboloidy | ptaszczyzny
OYZ jest parabola o réwnaniu z = y?, a czes$é
wspolna paraboloidy i ptaszczyzny OXZ — parabola
o réwnaniu z = x°. Y

Ponizej przedstawiono inne przykiady powierzchni, ktore sa wykresami wielomianow dwach zmiennych.

fx, y) =xy® = x% fix, y) =x*y? - 10x%?% - y?

—T " =,

Kl Za pomoca odpowiedniego programu komputerowego
znajdz przykiady innych powierzchni bedacych
wykresami wielomianow dwoch zmiennych.
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2.4. Wzory skroconego mnozenia

Twierdzenie

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b:
(a + b)* = a? + 3a*b + 3ab® + b* szescian sy

(a —b)? = a® — 3a?b + 3ab® — b° szescian réznicy

Dowoéd wzoru na szeScian sumy

(a+b)°*=(a+b)*(a+b) =(a®+2ab+b*)(a+b)=
= a® + a®b + 2a°b + 2ab® 4 ab® + b =
= a® + 3a*b + 3ab® + b*

Cwiczenie 1

Wyprowadz wzor na szescian roznicy, korzy- / /
stajac z tego. ze: b /

a) (a—1b)*=(a—b)*(a-1"), b
b) (a — b)* = (a + (=b))>.

4
Przykiad 1 /

Zapisz (x + 2)* w postaci sumy algebraicznej.

; b
3 il b
]+ 12]) = :
( 3 ) 5 3 Na rysunku przedstawiono
=EP+3-@*-2]+3-@-2] +[2] = interpretacje geometryczna

WZOru na szescian sumy.

=2 +6x*+ 122+ 8

Cwiczenie 2
Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) (z+1)° ¢) (z+3)° e) (22 +3)* g) (3z+1)°
b) (x —1)° d) (z—4)° f) (2z—1)° h) (1 - 3z)3
Przyktad 2

Oblicz (2 — V/3)%.

(2—v/3)® = 22—3.22.4/3+3-2:(V/3)?—(V3)® = 8—12V/3+18—3v/3 = 26—15V3
Cwiczenie 3

Oblicz.

a) (2+v2)* c) (3—v3)* e) (1+2v5)° g) (V2+V3)?
b) (v5-1)* d) (V2-4)3 f) (2v3-3)° h) (V3 —6)?

2. Wiglormiany



Twierdzenie

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b:
a®+ b = (ﬂ; e b]{az —ab + bz) sHma szescianow
a® — b = ( a— b) (az +-ab + b‘g) rognica szescianow

@ Cwiczenie 4
Wyprowadz wzory na sume szescianow i roznice szescianow.

Cwiczenie 5
Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) (x4 2)(x® — 2z + 4) d) (2* — 6x + 36)(x + 6)

b) (z —1)(z* +x+1) e) (x—8)(2*+ 8z + 64)

¢) (P —-z+1)(1+2) f) (22% —1)(42* + 222 + 1)
Przyktad 3

Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
a) (xr—2)(r+2)(a*+42% + 16) =

== {.‘I.'E — ('i‘“l + 42 + 16) = Korzystamy ze wzoru na réznice kwadratow,

= {::I‘.'z) — 4% = 2% — 64 Korzystamy ze wzoru na rdénice szesciandw.
b) (V3z+1)(v3z —1)(9z! + 322 +1) =

= (3:1.’-‘2 — 1)(9:1-"1 -+ 312 -+ 1) = Korzystamy ze wzoru na roznice kwadratow.

s (3.‘1?2)3 = 1= ] Korzystamy ze wzoru na réznice szedciandw.

Cwiczenie 6

Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) (@ —1(z+1)(a* +22+1) ¢) ((z+2)% —4x)(z* — 42% + 16)
b) 3+ z)(3 —z)(«* + 922 + 81) d) (2z + 5)%(42* — 20z + 25)

(0] Ewiczenie 7 _
Wykaz prawdziwosé podanego Dla dowolnych a € Rin > 2:

obok wzoru dla n = 5, (a—1)(a" *Ha" "+, Fa Fatl) = a1

Cwiczenie 8

Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) (x—1)(1+ a4 2? + 2%) ¢) (2'+2+2*+a+1)(x—1)(2®+1)
b) (@®+z2'+2*+22+r+1)(z—1) d) @®+224+z+1)(z*-1)(x—1)

2.4. Wzory skroconego mnozenia 65 I
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Zarowno wzor a™ — 1 =(a—1)(a" ' +a"?+...+a*+a+1), jak i wzbr na

réznice szedcianéw a® —b* = (a—b)(a* —|—ab-|—bz} sg szezegolnymi przypadkami
ponizszego wWzorll.

Twierdzenie

Dla n = 2 roznica n-tych poteg dowolnych liczb rzeczywistych a i b wyraza
Si€ WZOTemn:

a® —pt = (u—b)(ﬂn_I—l—&ﬂ"E-b—f-un_a-bg-l-...-I—aﬂ-bﬂ_ﬂ—i—a-bn_ﬂ—l—bﬂ_l)

Cwiczenie 9
Uzasadnij prawdziwosé podanego wyzej wzoru dla:

a) n=4, b) n = 5.

Cwiczenie 10
Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
a) (x —3)(a® + 32* + 9z + 27) b) (x — 2)(x* + 22° + 42* + 82 + 16)

Zadania

1. Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
2) @44 9 @-2° ¢ (+1)° g @— VD)
b) (z+5)3 d) (x—3) f) (52 —1)3 h) (z+v/3)*
2. Oblicz objetosé szescianu o krawedzi a.

a)a=+v2—1 bla=3+v2 ¢)a=2V5-1 d)a=v6+v2
3. Oblicz.

a) (1+v2)* + (1 - v2)3 ¢) (2v3—1)% - (2v/3+1)3

b) (4+v2)* - (4 - v2)? d) (V5= v2)* + (V5 + V2)?
4, Zapisz w postaci suuny algebraicznej.

a) 22+y)* o Bz+2y)° e (z+iy)’ g (VBzr+y)

, 3
b) (z —2y)° d) 2z-3y* ) (z—2y)° ) (35?:1.* — y)

5. a) Oblicz sume objetosei szeScianu o krawedzi dlugodci 2z + 2y i szescianu
o krawedzi dlugosci 2z + 3y.
b) Oblicz réznice objetosei szescianu o krawedzi dlugodei 3z +vy 1 szeScianu
o krawedzi dlugosci = + 3y.

2. Wielormiany



[p] 10.

11.

13.

Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) (x+5)%(a® — 5z + 25) ¢) Bz —1)*(92* +3x+1)

b) (z? + 5z + 25)(x — 5)? d) (z—1D(a®+z+1)(x*+1)
Oblicz wartos¢ wyrazenia:

a) (x4 v2)(x — v2)(z? + 222 + 4) dla = = /9,

b) (92® — 6z +4)(3x + 2) dla z = {/—3.

¢) (z—5)* —2x(x+5)(z—5) + (z + V5)* dlax = L,

d) (z+v5) (22 — VBz +5) — (VB — a)(a? + vbBz + 5) dla z = V4.
Rozwiaz rownanie.

a) (+43)(2*-3z+9) =+ ¢) (4x*4+2x+41)(22—1) =26
b) (z—4)(2®+4z+16)=23+82 d) (2 —z+4)(3z+2)=-9

Skroc¢ nlamek.
) (a— l}{r.r,"l+u2 +a+1) {u" +r13+:::2+a+1}(a2 -1)
a

a?+1 b) a®—1
Uzasadnij prawdziwosé¢ wzoru.
a) a®—b® = (a —b)(a + b)(a® + b*)(a" + b*)
b) @’ — b” = (a — b)(a® + ab+ b*)(a® + a®b* + 1°)

i 38 |

Przedstaw wielomian jako iloczyn czynnikéw stopnia co najwyzej drugiego.
a) a® —b° *b) a® + b

. Uzasadnij, ze dla dowolnego n € N liczba:

a) 4" — 1 jest podzielna przez 3, b) 7" — 1 jest podzielna przez 6.

Przeczytaj podany w ramce przyklad.

2 :
3 3 ;
1 1 ( \a@) + 249 + 22 - Korzystamy ze wzoru

Vo -2 Vo -2 (xf,fg)3+ o ¥ + 22 na roznice szeScianow.,

3 K 3 3
(&"g) _ 93 9-8

Usun niewymiernos¢ z mianownika.

{ o b) —3 ¢) —=22 ) 1
* 2-3 VB+ V2 Y32

2.4. Wzory skréconego mnozenia
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Trojkat Pascala

Wzory skréconego mnozenia:
(a+b)? = a® + 2ab + b*
(a+b)* = a® + 3a®b + 3ab* + b?
sa szczegolnymi przypadkami wzoru dwumianowego Newtona (zwanego tez
dwumianem Newtona) pozwalajacego wyznaczy¢ (a+b)" dla dowolnego n € N.
Bedzie on szczegolowo omowiony w dalszym toku nauki.

Wspélezynniki liczbowe wystepujace w rozwinieciu (a + b)™ mozemy znalezé
w kolejnych wierszach trojkata Pascala.

n=10 1

=1 [ )

n=2 1 2 1

=23 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1

n=-> 1. 3 146 8 .§ 1

=20 1 6 15 20 15 6 1
=1 1 7 21 35 35 21 7 1
n==~a 1 8 28 56 70 56 28 8 1

Kazda liczba w tréjkacie Pascala (z wyjatkiem skrajnych, ktére sa jedynkami)
jest suma dwoch liezb znajdujacych sie nad nia (np. nan = 8 mamy: 8 = 147,
28 =T+ 21, 56 = 21 4 35, 70 = 35 + 35).

Odpowiednie wzory skroconego mnozenia:

(a+b)'=a+b

(a+ b)* = a® + 2ab + b*

(a+ b)* = a® + 3a®b + 3ab* 4+ b*

(@ + b)! = a’ + 4a”b + 6a*b* + 4ab® + '

(@ + b)® = a® + 5a’b + 10a*b* + 10a*b? + 5ab* + b°

(a+ b)° = a® + 6a®b + 15a*b” + 20a°b* + 15a°b" + 6ab® + b°

1. Podaj wzory na:
a) (a+0b)7, b) (a—b)7, ¢) (a+b)%, d) (a — b)5.

2. Wyznacz wiersze trojkata Pascala dla n = 91 n = 10 oraz poda) wzory na
(@+b)? i (a+b)".

3. Korzystajac z odpowiednich wzoréw skroconego mnozenia, oblicz:

ﬂ) (\/5"1' 1}4r h) (\/3_ l)ir C) (\/2-+ 1)67 d) (\/’3_ l)ﬁ‘

2. Wielormiany



2.5. Rozktad wielomianu na czynniki (1)

Przedstawienie wielomianu jako iloczynu dwoch lub wiecej wielomiandéw na-
zyvwaiy rozkladem wielomianu na czynniki.

Przykiad 1
Rozl6z wielomian w(z) = 122° — 82! na czynniki.
'u’I:.'E} = 12z° — 8z2% = 4;IT'I{3LI‘ apy 2) Wylaczamy 4z’ przed nawias.

Zauwaz, ze wielomian w zostal juz rozlozony na czynniki liniowe (stopnia
pierwszego), poniewaz mozna go zapisa¢ jako w(r) =4-z-x-x-x-(3x —2).

Przyktad 2

Rozloz wielomian w na czynniki.

a) w(x) = 2% — 62° 4 92? = 2%(2? — 6% + 9) = Wylaczamy 2 przed nawias.
= :IT'E(I — 3}‘! Korzystamy ze wzoru (a — b)? = a? — 2ab + b*.

]_}:1 u.‘r(;j'} = 4% — 162 = ;‘1?{‘11'1 — ]G) = Wytlaczamy r przed nawias.
R e e iy :
=z(z” —4)(z"+4) = Dwukrotnie korzystamy ze wzoru
=z(x —2)(z+2)(2* + 4) a® —b* = (a — b)(a + b).

Zauwaz, ze czynnika z° + 4 nie mozna rozlozy¢ na czynniki liniowe.

¢) wiz)=62> -+ =2%62 -z +1) Wylaczamy =¥ przed nawias.
Czynnik 622 —x + 1 jest tréjmianem kwadratowym, ktérego nie mozna rozlo-
7y¢ na czynniki liniowe, gdyz A = —23 < 0.

Podstawowe twierdzenie algebry

Kazdy niezerowy wielomian mozna przedstawi¢ jako iloczyn czynnikow
stopnia co najwyzej drugiego.

Rozklad wielomianu na czynniki stopnia co najwyzej drugiego zawsze ist-
nieje, natomiast nie zawsze potrafimy go wyznaczyc¢ — czasem jest to zbyt
skomplikowane obliczeniowo, a czasem niemozliwe (w przypadku niektérych
wielomianéw stopnia wickszego od 4).

Cwiczenie 1
Rozléz wielomian w na czynniki.

a) w(z) =z - 728 e) w(x) =62+ 1227 + 6x

b) w(x) = 182" + 3022 f) w(z) = —3z* + 122° — 1222
c¢) w(z) = —2z2° — 8a* g) w(x) = —272°% + 182° — 3a*
d) w(x) = —54x® + 3622 h) w(z) = % 4+

2.5, Rozklad wielomianu na czynniki (1)
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@ Cwiczenie 2
Rozl6z wielomian w na czynniki. Jezeli w rozkladzie pojawi si¢ czynnik stopnia
drugiego, uzasadnij, ze nie da sie go rozlozy¢ na czynniki liniowe.

a) w(z) =32 + 12z e) w(x) = Ta" — 52! + 2°

b) w(z) = 1'.5 —|— ?'—- z f) w(z)= i.Tﬁ + a® + 22

¢) w(z) = — 4217 ) u:(*r) = —4a° + 3a* — Ta®

d) w(z) = \/_ 7 — 62 h) w(z) = 3v22° — 2v/32* + V6 2°
Przyktad 3

Rozléz wielomian w(z) = 42° 4+ 32* — 2* na czynniki.
wilz) = ;1,-3(4_-1,-2 + 32 — 1) Wylaczamy a” przed nawias.
Obliczamy pierwiastki trojmianu kwadratowego 4a? + 3 — 1:
A=3"-4-4-(-1)=25

e T (RN R [ R L, |

2a 8 A 2a 8 4
Zatem trojmian ten mozemy zapisa¢ w postaci illoczynowe;j:

w2 4% = A o
dr*+3x—1=4(xr+1)(z - )

czyli wielomian w mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu czynnikéw liniowych:

w(z) =42*(z +1)(z — 7)

e

Cwiczenie 3
Rozloz wielumiau w na czynniki.

a) w(z) = z* — 223 — 32° e) w(x) = —2x" + 202* — 10z
b) w(z) = 22° — 2! — 23 f) w(z)=z*— 32 + 322

¢) w(z) = -2 — 2? + 6z g) w(zx) = 22° — 4z + 2°

d) w(z) = 202® + 142* + 22° h) w(x) = 42° — 122° + a*

Czy wiesz, ze...

W 1799 r. Carl Friedrich Gauss [czyt. karl fridri§ gals] (1777-1855) po-
dal dowdd podstawowego twierdzenia algebry. Ze wzgledu na swe wybitne
osiagniecia Gauss zyskal przydomek ,princeps mathe-
maticorum” [czyt. princeps matematikorum] (ksiaze
matematykow). Jako dziewietnastoletni student, Gauss
wykazal mozliwos¢ konstrukeji (za pomoca cyrkla i li-
nijki) siedemnastokata foremnego. Zyczyl sobie, by zo-
stal on wyryty na jego nagrobku, ale jego zyczenie nie
zostalo spelnione.
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Zadania

1. Rozléz wielomian w na czynniki.
a) w(x) =4z’ — sz b) w(z) = 162° — 4z° c) w(z) = 2x* — 62°

2. Wylacz przed nawias wskazany czynnik. Sprawdz, czy otrzymany w na-
wiasie trojmian kwadratowy mozna rozlozy¢ na czynniki liniowe. Jesh tak,
to podaj rozklad wielomianu w na czynniki liniowe.

a) w(z) =2 — 2e* + bg?, * d) w(z) = 62* + 32* — 322, 622
b) w(z) = 2! — z° — 62°, 2* e) w: )—63: — 152° + 9z, 6z
¢) w(z) = 22°% — 42° + 2:{? . 2t f) w(z) = 2ot — 298, 247
3. Rozléz wielomian w na czynniki.

a) w(z) = z* — 5a® + 622 g) w(z) = (2* — 3w+ 2)(2* — 22 — 3)

b) w(z) = 22* — 92* — Sz h) w(z) = (2% — 3z — 4)(2* + 5x + 4)

¢) w(z) = —62° + 5z* — 2* i) w(z)= {21‘2 — bz — 3)(22* — Tz + 3)
d) w(z) = 2" + 32% + 42? j) w(zx) = {'E + x? 2:1:){:{?3 + 222 — 15x)
e) w(z) =2°+ V222 4 a k) w(z) = (z'+. —6-'52)(*£:‘r’+2’£:4—i—3:1:3)
f) w(z) =—212°+ 82 + 32 1) w(z)= {;1 — 322+ 2z)(z* + 4z + 1)

4. Sume kwadratow kolejnych liczb nat urall'ly('ll mozna wyrazi¢ wzorem:
12422 +3%+ ... +n?=n®+ in® + in
a) Rozl6z wielomian S(n) = in® + in* 4 in na c,,a_*ynmki.

b) Sprawdz prawdziwosé wzoru dla n =4 in = 5.

[]

5. Sume szescianow kolejnych liczb naturalnyceh mozna wyrazi¢ wzorem:
1°4+22 4+ 33 4 o0 = g0t + n° 4 g0’
a) Rozl6z wielomian S(n) = in* + 1n® + In? na czynniki.
b) Oblicz sume 1% + 2% + 3% + 4% + 5% + 6% + 7% + 8 + 9% + 10°.

Y

2.5. Rozklad wielomianu na czynniki (1)
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2.6. Rozktad wielomianu na czynniki (2)

Przykiad 1

Rozl6z wielomian w(z) = =7 + 8z na czynniki.

w(zx) = "+ 8z ( iy = Korzystamy ze wzoru
= 7 {.I‘ + QJ{J — 2 + 4} N sume szescianow.

Czynnik 2% — 2z + 4 jest nierozkladalny na czynniki liniowe, gdyz A < 0.

Cwiczenie 1
Rozl6z wielomian w na czynniki.

a) w(z) = 2z° + 22° c) w(z) =8z'—=z e) w(z) = 8z° — 272"
b) w(z) = —x° — 8a° d) w(z) =2° —0,001z° ) w(z)=0,054z" + 2z

W pewnych przypadkach wielomian mozemy rozlozy¢ na czynniki, grupujac
odpowiednio jego wyrazy.

Przyktad 2
Rozléz wielomian # na czynniki. grupujac jego wyrazy.
a) u(x)=a*—42*>+ 2z — 8
_ 7 dwach pierwszyeh i dwich ostatnich wyrazdw
H(-TJI '=,-'/13dI == 45‘72, '+‘L2.'.L' - 8,= mozna wylaczyeé ten sam czynnik: @ — 4.
=0 (x—4)+2(x—4) = (2* + 2)(x — 4)
b) u(z) = Tx* + 22% — 142 — 4
w(x) =T’ +22% —1de —4 = 2*(Te +2) - 2(Tx +2) = (2?2 = 2)(Tx + 2) =
=(x—v2)(x+ \/i)(ﬁ-' + 2)
¢c) u(z) = 4x® — 2z* — 162> + 822
u(z) = da® — 22t — 162° + 82* = 224 (22 — 1) — 82?2z — 1) =
= (22 —8x%)(20—1) = 22*(2*—4) (22 —1) = 22*(2—2)(x+2)(22—1)

Cwiczenie 2
Rozloz wielomian « na czynniki, grupujac jego wyrazy.

a) u(z)=a*+52*+x+5 e) u(zx) = 2* + 4x? — 252 — 100

b) u(z) =2 +32°*—2—3 ) u(z) = 52° — 2% — VB + 1

c) u(r)—ﬂli, +a? — 162 — 4 g,) EI{I):BJ‘ + 162% — 2* — 2

d) u(z) =z'+32* + 22+ 3z h) u(z) = z° — /22* -E-\/S-;r'*-—\/ﬁ.-r'z

2. Wiglormiany



Zadania

. Rozl6z wielomian w na czynniki.

a) w(a) =a"+27x  ¢) w(z) = —2' - 64x e) w(x) = 2725 + 823
b) w(z) =2°—8z? d) w(z)=—32°+642? f) w(z)=1252° —2°

. Rozldz wielomian w na czynniki, grupujac jego wyrazy.

a) w(z) = a* + 22° — 8r — 16 e) w(z) =1a2® — 12 -3z +1

b) w(z) = 142® — 72?2 + 4z — 2 i} w(z) = a3 — JT — 6z + 27

c) w(z) =22* — 622+ 5x — 15 g} w(z} =2 — V222 + 22 -2
)

d) w(a —32°+x—3 w(z) = V3t + vV6x® + 2 + 2z

. Rozl6z wielomian w na czynniki.

a) w(z) =2 +a' —22% - 222 + a2+ 1
b) w(z) = 42° — 82" —4a* +8a? + 2 — 2
c) w(z) =3z +22* —62° — 42> — 92— 6

. Rozldz wielomian w na czynniki.

a) w(z) = (202* — 282% + 8z) (2" + 62° + 22* + 122)
b) w(z) = (—32* — 22° — 42?) (2 — Ta? — 42 + 28)
¢) w(z) = (Tz' + 142 — 212%)(2® — 42® — 2% + 4)
d) w(z) = (3z* — 22® + 1a?)(a® — 1)

. Przeczyta) podane w ram-

0z167z wielomian w na czynniki.
Rozl 1 ynnik

ce przyklady, a nastep- : ‘
a)w(z)=z*+4= (" +42* +4) —42* =

nie rozloz wielomian w na

czynniki. = (2> +2)* - ]3 =

a) w(z) =z"+1 = (a® -2z + 2) 24+ 2x+42)

b) w(z) = 4z" +9 b) w(z) = z* 4+ 62 + 25 =

¢) w(z) = 9z" +16 = (2® +5)* — 102° 4 62° =
d) w(z) =z +52*+9 — (2? +5)2 —dz? =

e) w(z) = 162" — 2% +1 = (z® — 22 + 5) (2% + 22 + 5)

f) w(z) =4a* +82%+9

. Rozloz wielomian w na czynniki.
a) w(x) =223 — 52% + dx — 2 ¢) w(z) =8x> —62* — 3z +1
b) w(z) = 3z2% — 4a* — 4z + 3 d) w(z) = 642° + 122> — 3z — 1

2.6. Rozklad wielomianu na czynniki (2)
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2.7. Rownania wielomianowe

Réwnanie postaci w(x) = 0, gdzie w jest wielomianem, nazywamy réwnaniem
wielomianowym.
Rozklad wielomianu w na czynniki moze by¢ wykorzystany do wyznaczenia
jego pierwiastkow. tj. takich argumentéw =z, dla ktérych spelnione jest réw-
nanie w(x) = 0.

Przyktad 1

Wyznacz pierwiastki wielomianu w(x) = itr =3 50

Aby wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu w (ezyli jego miejsca zerowe), rozwia-
Zujemy rownanie:
st —a? =0

! a-b=0 wted
2zt (z—4)=0 }r

- i tylko wtedy, gdy
#° =0 b z-4=0 a=01lubb=0.

=0 lub =4

Pierwiastkami wielomianu w sa liczby 0 1 4.

Przykiad 2
Rozwiaz réwnanie a® — 622 + 9z = (.
r(z® —6x+9) =0
x(x — 3)2 = () Korzystamy ze wzoru na kwadrat réznicy.
=0 by =3

¥
+

Rozwigzaniami réwnania sa liczby 01 3

Cwiczenie 1
Rozwiaz rownanie.

a) 6z +22* =0 ¢) 2+ =z + 221 e) é;rH +2224+6x=0
. : A_2.3 5 _p3 . ‘ ,

b) —a® +4a® = d) - ;I == gbm f) —dxi 4423 —-22=0

Przyktad 3

Rozwiaz réwnanie 2° — 22* — 152% = 0.
(2% —2x—15) =0
=0 lub 22 =2x-15=0
Rozwiazujemy otrzymane rownanie kwadratowe:
A=4+60=064, VA=38
_ 2-8 _ 248 .

.I____d1 To="—"—=25

2 2
Zatem wyjsciowe rownanie ma trzy rozwiazania: —3, 01 3.

2. Wiglormiany



Przykiad 4
Rozwiaz réwnanie 52° + 422 + 42 = 0.
r(bx® +4x+4)=0
x=0 lub 52 +4x+4=0 A=16—-80=-64<0

Rownanie kwadratowe jest sprzeczne (A < 0), zatem jedynym rozwiazaniem
wyjsciowego rownania jest liczba ().

Cwiczenie 2

Rozwiaz réownanie.

a) o3 —Te* 4+ 122 =0 ¢) 3z°+4a* 42 =0 e) 222 -3z =1z —2°
b) =2z +92° + 522 =0 d)4a®—-3a'+223=0 f) 22%5—2° =2 + 2!

Przykiad 5
Wyznacz punkty wspolne wykresu wielomianu

w(zr) = 2! + g2° — 32% i 0si OX.

Y

Aby wyznaczy¢ pierwsze wspolrzedne punktow
wspolnych wykresu wielomianu w oraz osi OX,
rozwigzujemy rownanie:

Locdlin 1o Lag

E.’I. +§J _E‘I' =)

1 2( 2 : _

52(2*+ 22 -8) =0

=0 lub 2*°+2z—-8=10

A=4+32=36=6

XTI, WY RS . S W
gy = =26 _ _ 4 5 — =246 _ 9 w(z) = g2" + g2~ — 3%
=1 2 et 2 Pierwiastki rownania w(z) = 0
Szukane punkty: (—4, ﬂ) (U._. 0) i {2, []) to miejsca zerowe wielomianu w.
Cwiczenie 3
. o wrialamiare afa) — a8 _ 1.2 8. N 1.3 1.3
Dane sy wielomiany: u(xz) = Ja i s, v(x) = S S2° — T oraz

w(x) = g2° + 12 — x. Rozwiaz odpowiednie réwnania i podaj pierwiastki
tych wielomiandéw. Do kazdego z nich dopasuj jeden z ponizszych wykresow.,

A. C.

meimny |4
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Przykiad 6
Wyznacz pierwiastki wielomianu w(z) = 2 — 2* — 9z + 9.

Rozkladamy wielomian w na czynniki metoda grupowania wyrazow:
wz)=2>—2*-92+9=3%(z—-1)—-9z-1)=(2*-9)(z—1) =
=(z—-3)(z+3)(z—1)

Aby wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu, rozwiazujemy rownanie:

Zatem pierwiastkami wielomianu w sa liczby: =3, 11 3.

(z—=3)z+3)(z—1)=0

r—3=0Iub z+3=0 lub z—-1=0

Cwiczenie 4

Rozwigz réwnanie.

a) 2* —92° + 22— 18 =0

b) 22% +22 —8x—4=0

¢c) 2*+ 528 +2* + 522 =0

Zadania

d) 32! — 52% — 62° + 102 =0
e) a® —4a® —8z* +32=10
f) 2° —3v222 +2x—6=0

Rozwiaz rownanie.
a) 2z2° = 4z?
b) x%=9x

zwiaz rownanie.
Rozwigz rownanie
a) 2° —2r*+ 2 =0
b) 23 +3x2+2x =0
c) z' =423 + Hz?
d) 62° + 92° = 32"
Rozwiaz rownanie.
a) * =32 =12 -4z
b) 223 + 3 = x* + 6z
¢c) '+ 92 =2+9
Rozwiaz rownanie.

a) o —5x—4=0

t':) rd = —27.’3‘.‘3

e) 22° =22 + 12¢°
f) 10z* + 2® = 222

g) 92° + 62° + x' =0
h) a® 4 4zt = 122°
d) 1-g?=g*-2

e) v -8z =8—2z3

f) a* +423 =z 44

b) 2 -3z+2=0

g)
h)

c)

Wskazéowka. W podpunkcie a) zapisz —5x jako —x — 4u.

2. Wielormiany

.'I,‘"-J = IG.T-'T = ﬂ

2% — 2522 =0

r® + 4x = —5z2

S TR SO, (N

31:5 _ a7 4320
: 5]

20x” 4z ol =25

2 —Tx?+6x =0



10.

12.

Na l‘vqunku obok przedstawiono wykres wielomianu

w(z) = 2°

— 3z

—2x+491prosta l: y =22 —3. Wy-

znacz punkty, w ktorych prosta | przecina wykres

wielomianu w.

Wyznacz punkty wspoélne wykresu wielomianu w

i prostej [. 0
a) w(z) =32 +2+2, I y=4z+2
b) w(z) =4z —x* - 5z+3, I: y=3zx+1
c) wiz) =2 —4da'+ 32>+ 2% I: y=42—-3 4
Wyznacz punkty wspolne wykresow wielomianow w i w.
a) 1 b) & g) |\ Yy ,l'
O X
O X
1.
% X
= w
u(z) =—ad+a?+2e-3 w(z)=}$ad+a2% -2z 3 u(e) =gzt —a?+a-3
w(z) =—2*+2x -3 wix) %J +35 12242-3 w(z) = —é:ﬂ‘*—é—:rz—i-:ﬂ—l

Podaj przyklad wielomianu czwartego stopnia, ktorego jedynymi pier-

wiastkami sa liczby: a) —v2 i V2, b) 1, 2, 3.

Podaj przyklad wielomianu stopnia n, ktérego jedynymi pierwiastkami sa
liczby —2 1 3, a wyraz wolny jest rowny 1.
/:

a) n=2 b)n=4 c)n==6

Aty i onisiiaces ; e . J

Podaj wzor funkcji opisujacej objetos¢ prostopa- |

dloscianu przedstawionego na rysunku obok. Dla JE.-

jakiej wartodci & objetoéé tego prostopadlodcianu e =
jest réwna 127 T 5~

Dany jest prostopadloscian o krawedziach:  em, (x — 3) cm, (z +5) em
i objetosci 30 em®. Uzasadnij, ze suma dlugosci wszystkich krawedzi tego
prostopadloscianu jest mniejsza od 56 cm.

Dany jest ;Jroqft'rpad}oéc*iau o krawedziach: x m, (x + 1) m, (4 — 3) m
i objetodei 0,75 m®. Ktora dciana tego prostopadloscianu ma najmniejsze

pole? Oblicz to pole.

2.7. Rdwnania wislomianowe
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2.8. Dzielenie wielomianow

Przypomnijmy, ze jesli n i m sa liczbami catkowitymi (gdzie m # 0), to
mowimy, ze n jest podzielne przez m, jesli istnieje taka liczba calkowita k., ze
ot = R

Podobnie méwimy, ze wielomian w jest podzielny przez wielomian niezerowy ¢
(q # 0), jesli istnieje wielomian p taki, ze w = p - q.

Przyktad 1
(2% + 522 + 6x) : (z + 3) = ? + 2z, poniewaz:
2 + 5r® + 62 = (2° + 2z) - (x + 3)

Dzielenie wielomianéw wykonujemy podobnie jak

dzielenie liczb naturalnych. Dzielenie liczb
naturalnych
Przykiad 2
- - - & i & > LS - — r‘
Wykonaj dzielenie (32% — 2 —4) : (x + 1). Sprawd# 3_51;71 7 =453
otrzymany wynik. ==
; 37
(Bx?—z—4):(z+1)=3x—4 _35
—32* — 3z
21
—4x —4 —921
dr 44 ()
0
Ponizej wyjasniamy, jak wygladaly kolejne kroki podczas wykonywania tego
dzielenia.
(3:!'2 —zx—4):(x+1)=3=x Dzielimy 32° przez pierwszy wyraz dzielnika.
—322 — 3z Mnogvmy 3a przez dzielnik 4 1 i zapisujemy
—4r — 4 wynik ze zmienionym znakiem. Dodajemy.
(B2 —z—4): (z+1)=3z—4
2.2 g
—3a” — 3w Dzielimy —4ax przez pierwszy wyraz dzielnika.
—4z —4 Mnogvmy —4 przez dzielnik x4+ 1 i zapisujemy
dr + 4 wynik ze zmienionvm znakiem. Dodajemy.

0 Otrzymaliémy reszte réwna 0.
Sprawdzenie: (3z —4)(z+ 1) =32+ 3z — 4z —4 = 32 — z — 4.
Cwiczenie 1
Wykonaj dzielenie wielomianow. Sprawdz otrzymany wynik.

a) (22 —6x+8) : (x —4) ¢) (2* =32 +3z—1): (x—1)
b) (922 +3x—12): (z — 1) d) (22* + 52 + 2* — 22) : (v + 2)

2. Wielormiany



Tak jak iloraz liczb naturalnych nie zawsze jest liczba naturalng, tak dla wie-
lomianéw w i g (¢ # 0) nie zawsze istnieje wielomian p taki, ze w: g = p.
Wykonujemy wowcezas dzielenie z reszta.

Przyktad 3 Dzielenie liczb
Wykonaj dzielenie (52% + 132 + 11) : (x + 2). Sprawdz  naturalnych
otrzymany wynik. o2 =83
(522 4+ 13z +11): (z+2) =5z + 3 -2
—522 — 10z 32
3z + 11 —27
3z — 6 g
5 752=83-94+5

W wyniku dzielenia otrzymalismy iloraz réwny dx + 3 oraz reszte rowna 5, co
oznacza, ze: 5z? + 13z + 11 = (5z + 3)(z + 2) + 5.

Sprawdzenie: (bz +3)(z +2)+5=522+ 10z +3z+ 6+ 5 = dba® + 13z + 11
Przykiad 4
Wykonaj dzielenie (22° — 2® — 2x — 5) : (:r. — 'zi) Sprawdz otrzymany wynik.

(223 —2® —22—-5): (- 2) =222 + 2z + 1

—223 4 3z°

202 — 22— 5
o

—2x° + 3z

2%—39

- 4

T+ 3

3l [_] E’ WY p— i 1
—d3 trzymalismy reszt¢ réwng —33.

Sprawdzenie:
(202 4+ 22+ 1) - (:r:— -;) - 3% =223 — 32 +222 -3z 4+ — % —3% =
=223 — 3?2 =22 -5

Cwiczenie 2
Wykonaj dzielenie wielomianéw. Sprawd# otrzymany wynik.

a) (22 —8x+19): (x —5) ¢) (2 +72* +Te—16) : (xz +4)
b) (42 +6z+7) : (z + 1) d) (32 +22% —Ta® —4a): (2 — 1

Zwrocmy uwage, ze w wyniku dzielenia wielomianu w przez dwumian ¢ — a
otrzymujemy jako iloraz pewien wielomian p oraz reszte r, ktora jest funkcja
stala.

2.8, Dzielenie wielomiandw
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Cwiczenie 3

Zapisz wielomian w w postaci w(z) = p(x)q(x) + r(z), gdzie wielomian p jest
ilorazem. a r — reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian q.

a) w(w) -1'3 -2z 4z, qle)=x—2

b) w(z) = "—|—31 +4, g(x)=x+3

¢) w(x) —3z%+z qlz)=2-1

d) w(z) -I2+J:1:-1, glz)=ax+2

Wielomian w jest podzielny przez dwumian jesli reszta z dzielenia wielo-
i & 1

mianu w przez dwumian q jest réwna zero (jest wielomianem zerowym).

Zadania

1. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian ¢g. Czy wielomian w jest
podzielny przez dwumian g7

ur('r]:2'r2—5;1:—12. glz) =2 —4
b) w(z) =2 —22* 4+ 3z -4, ¢(z) =2 +2
) w(z) = —-2x*+322+6, g(z)=2—3
d) w(z) =42+ 82 + 42 -9, ¢g(a)=x+3
e) wlx) =222 +32—-4, qlz) =z -1

LB

2. Wykonayj dzipleuip wielomianu w przez dwumian ¢. Zapisz wielomian w
w postaci w(x) = p(x)g(x) + r(z).
a) w(z) = 2:1" +224+2-1, glz) =2 —4
b) w(z)=2*+3z+7, qlz)=x+3
c) w(z) =3z —2* q(z)=x-1
d) wzx)=a*+4+82*+1le—4, gx) =246
e) w(z) =22+ 7> +32 -2, g(z) =2+ 3
f) w(z) =120+ 2% ~a+3, qlz) =2~ 3

3. Sprawdz, czy dzielenie zostalo wykonane poprawnie.
a) (=22° +3z? +122—9): (x — 3) < 227 —32+3

(=32* + Ta? + 62 — 6) : (x — 3) L 322 — 27 +2

3zt — 82 +4a? + 22 —2): (2 —2) L 328 — 222 + 1

(
d) 2z — 2 —4z* +4z—4) : (z — 3) = 223 — 4z + 8

b)
c)
)
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Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian ¢. Zapisz wielomian w
w postaci w(z) = p(x)q(x) + r(x).

a) w(z) =42 +82° +4x -9, q(z)=22+1
b) w(z) =3a® +52* - 22+ 7, q(z) =3z -1
c) w(x) =6x>+5z2—4x -1, gq(z) =3zx+4
d) w(z) =2 +42° = 11lz + 2, g(z) =1z +3

Dla dowolnych wielomianéw w i g, gdzie g nie jest wielomianem zerowym,
mozemy wykonac¢ dzielenie wielomianu w przez wielomian g. Jako iloraz
otrzymujemy pewien wielomian p oraz reszte r. Reszta r albo jest wielo-
mianem zerowym, albo zachodzi zaleznoscé: st (r) < st (g).

Moéwi o tym ponizsze twierdzenie.

Dla danych wielomianow w i g, gdzie g = 0. istnieja wielomiany p i r

takie, ze:
=p-g-Er

oraz r = 0 lub st (r) < st (g).

Przykiad
Wykonaj dzielenie (22° + 8z — 1) : (2* + z + 3).
(228 +022 +8z—1): (22 +2+3) =2z -2
—27% — 22? — 6z
—22%+2x -1
22% 4+ 2xr+ 6
A + 5
Otrzymalismy reszte r(x) = 4a + 5, ezyli zachodzi nastepujaca rownosé:
20 +8x—1=(2c—2)(e* +2+3)+4x +5

Zauwazmy, ze reszta jest wielomianem stopnia pierwszego.

5. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez wielomian q. Zapisz wielomian w

(x) = p(x)g(x) + r(x)

w postaci w

) wla)==80% = ¥t Bp—d., glafmnt—4
b) w(z) =2z'—32° - 52+ 2, q(z)=2*+x
¢) w(x) =2*+6, glz)=a>+z+1

d) w(z) = 4a* — 22 + 3, q{m):;rz—l

e) w(z) =2+ 62> -2, q(x) =22*+1

2.8. Dzielenie wielomiantw



I 2

*2.9. Rownosc¢ wielomianow

Dwa wielomiany sa rowne, gdy sa wielomianami zerowymi lub gdy maja ten
sam stopien, rowne wspolezynniki prazy tych samych potegach zmiennej oraz
réwne wyrazy wolne.

Cwiczenie 1

Czy istnieje taka warto$é¢ parametru a, ze wielomian w(z) = 3azr®* — x + 2a°
jest rowny wielomianowi u?

a) u(z) =6z°—z+8 Db)ulz)=3z"—-z+1 ¢) u(z)=—-92%2—2z+18

Przykiad 1
Dla jakiej wartosci parametru m réwnosc:
(32® + 822 —5x—6): (x+m) =322 —x—2

jest prawdziwa dla kazdego = € R?

Cheemy sprawdzic, dla jakiej wartosci m zachodzi réwnosé wielomianows:
3x? + 82% — 5z — 6= (32 —x — 2)(x + m)
Wykonujemy mnozenie:
(822 —z —2)(z +m) = 32° + 3ma® — 2®* —ma — 20 — 2m =
=3z° + (3m — 1)z — (m+ 2)z — 2m
Aby wielomiany 3z® +8z% — 52— 6 oraz 32°+ (3m —1)z° — (m+2)xz — 2m
bvly rowne, musza by¢ spelnione warunki:

Im—1=28 Wsapdlczynniki przy & musza byé rdwne,
—m—2=-5 Wspolczynniki przy @ musza by¢ réwne.
—29%m = —6 Wyrazy wolne musza byé réwne.

Wizystkie trzy rownosci sa jednoczesnie prawdziwe dla m = 3.

Przyktad 2
Wyznacz wartosé¢ parametru a tak, aby iloczyn wielomianéw f(z) = axr — 4
i g(x) = ax — 1 byl réwny wielomianowi h(z) = 922 + 15z + 4.
Wyznaczamy iloczyn f - g:

f(x) - g(x) = (ax — 4)(axz — 1) = a®2* — ax — 4ax + 4 = a2 — Sax + 4
Aby wielomiany f(z) - g(z) = a®*x* — bax + 4 oraz h(x) = 92° + 152 + 4 byly
rowne, musza by¢ rowne wspolezynniki przy tych samych potegach zmiennej,

czyli: ‘

J a’?=9,stada= -3 luba=3
—ba = 15, stad a = —3

Obie rownosci sa jednoczesnie prawdziwe dla a = —3.
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Cwiczenie 2

Dla jakiej wartosci parametru m réownosc jest prawdziwa dla kazdego » € R?
a) (' —a*—a—zxz—-2):(z—m)=2"+2*+x+1

b) (' —22% =52 +2): (x—m) =2+ 22"+ 22— 1

c) (2 =222 — 232+ 60): (x —m) =a*+2x—15

Zadania

1. Dla jakiej wartosci parametru m iloczyn wielomianéw f i g jest réowny
wielomianowi h?

a) fle)=z—m, glx)=a+T, hiz)=2%+4x-21
b) f(z) =imz -2, g(x)=x+2m+1, h(z)=2*+3z— 10
¢) flz)=ma+1, glz)=2—2m, h(z)=22°-3z+1

2. Dla jakiej wartosci parametru a rownos¢ jest prawdziwa dla kazdego r € R7
a) ¥® —x? —x —15= (2* + ax + 5)(x — 3)
b) 2® + 22— 172 — 20 = (2* + az — 5)(z + 4)
¢) 20 —4a® —Ter + 18 = (22° + ax + 9)(x + 2)
3. Dla jakich wartosci parametrow a i b wielomian u-v —w jest wielomianem
zerowym?
a) u(x) =—z+4, v(r) =222 +ax+b, wz)=—-22>+62"+ 5z + 12
b) w(z) = 2ax + b, v(z)=2* -2, w(z)=2a2*—06zx*+ bz
4. Dla jakich wartosci parametrow a i b rownosé jest prawdziwa dla kazdego
z € R?
a) —xt+ 52 —2? + 8z — 15 = (-2 + az® + be + 3)(x — 5)
b) 22 — a3 +22°-3=(22 +az®* + bz +3)(z —1)
c¢) 2z — 323 + Tz + 3 = (22 + az? + bx + 6)(x + 3)
5. Przedstaw wielomian w jako iloczyn dwéch tréjmianéw kwadratowych
o wspolezynnikach catkowitych.
a) w(z) =a*+ 223+ 2* - 1
b) w(z) = z* + 2* — 62* — 5 — 1
*c) w(z) =a'+ 2% - 32% + 40 +2
*d) w(x) =a'—32° + 40 -3

*e) w(z)=a'+2% -6z - 1lz -5
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2.10. Twierdzenie Bézouta

Po podzielenin wielomianu w przez dwumian x — a otrzymujemy iloraz p oraz
reszte r: w(x) = p(x)(x—a)+r(z). Reszta w tym przypadku jest wielomianem

stopnia 0 (dalej bedziemy pisaé krétko: reszta r).

Czasami interesuje nas tylko reszta z dzielenia — wowczas mozemy postapic

jak w ponizszym przykladzie.

Przyktad 1

Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w(x) = a” + 2 — 32 — 5 przez dwumian

r —4.

Wielomian w zapisujemy w postaci w(x) = p(z)(xz —4) +r. Dla 2 = 4:
=p(4)4—4)+r=04+r=r

Obliczamy reszte z dzielenia wielomianu w przez x — 4:

r=w(4)=3-4°4+4*-3-4-5=8+4+16-12-5=7
Twierdzenie o reszcie

Jesli r jest reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian z — a, to
r=wla).

Cwiczenie 1
Udowodnij twierdzenie o reszcie, korzystajac z tego, ze wielomian w mozna
przedstawié¢ w postaci w(z) = p(z)(xz —a) + r.

Przyktad 2
Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w(x) = 22* + 322 — 2 + 5 przez dwumian
r + 2, nie wykonujac dzielenia.

r=w(-2)=2-(-22*+3-(-2) - (-2)+5=-16+12+2+5=3

Cwiczenie 2
Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian g, nie wykonujac dzie-
lenia.

a) w(x
b) w(x
c) w(x
d) w(z

3202 —-2¢-3, glx)=x-3

S—dat—a+1, g(a)= _%
*trtz+l, glz)=z+1
—2d—2+6, glz)=2+2

iz
)
)
)

fi
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Rozwazmy przypadek, gdy reszta r z dzielenia wielomianu w przez dwumian
x — a jest réwna zeru (r = 0), czyli gdy wielomian w jest podzielny przez
dwumian r — a.

Twierdzenie Bézouta

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w wtedy i tylko wtedy, gdy wielo-
mian w jest podzielny przez dwumian r — a.

Zwrot . wtedy i tylko wtedy, gdy” w twierdzeniu Bézouta [czyt. bezu| oznacza, ze
jednoczesnie prawdziwe sg dwa zdania:

Jezeli liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w, to wielomian w jest podzielny przez
dwumian r — a.

Jezeli wielomian w jest podzielny przez dwumian r — a, to liczba a jest pierwiastkiem
wielomianu w.

Dowdd
Zalozmy, ze liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w, czyli w(a) = 0. Jesli podzielimy
wielomian w przez dwumian x — a, to otrzymamy wielomian p i reszte r:
w(z) = plx)x —a)+r
Podstawiamy = = a:
w(a) =pla)a—a)+r=r

Ale w(a) = 0, wige r = (. co oznacza, Zze wielomian w jest podzielny przez r — a.

Zalozmy teraz, ze wielomian w jest podzielny przez dwumian x — a, czyli istnieje taki
wielomian p, ze w(x) = p(x)(x — a). Wowezas w(a) = p(a)(a — a) = 0, czyli a jest
pierwiastkiem wielomianu w.

Przykiad 3

Ktéry z wielomianéw: w(z) = 2%+ 222 -3z —10 czy u(x) = 2* —52°+ 22 -6
jest podzielny przez dwumian x — 27
w(2)=2+2-22-3-2-10=8+8—6 — 10 = 0, zatem wielomian w jest
podzielny przez dwumian x — 2.
w2)=2"-5-2242.2-6=8-20+4—6 = —14 # 0, zatem wielomian u
nie jest podzielny przez dwumian x — 2.

Cwiczenie 3

Sprawdz, czy wiclomian w jest podzielny przez dwumian g¢.
a) w(z) =a' -2 +32° -3z +1, qlz)=2—1

b) w(z) =22" —32® + 62> + 22 -9, q(z)=ax+1

¢) wiz)=—a'4+ 2 +322 + 11, ¢(ax) =2 —3

d) w(z) =a'+82* 4+ 22+ 16, g(z)=x+2

2.10. Twierdzenie Bézouta
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W pewnych przypadkach znajomosé jednego z pierwiastkow wielomianu umoz-
liwia znalezienie pozostalych pierwiastkow.

Przykiad 4
Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu w(x) = a® — 42? 4+ = + 6. Wyznacz
jego pozostale pierwiastki.

Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu w., wiec na podstawie twierdzenia
Bézouta wielomian ten mozna przedstawic w postaci:

x’ —4a* +x+6 =p(x)(x—2)
Aby wyznaczy¢ wielomian p, wykonujemy dzielenie:

(2 -4’4+ 24+6): (z—-2)=2>-20 -3

—x° + 222
2224+ +6
202 — 4z
—3x+6
3r — 06
0

Zatem 2 —42® + 2+ 6 = (2* — 22 — 3)(x — 2).
Pozostalymi pierwiastkami wielomianu w sa pierwiastki tréjmianu kwadrato-
wego % — 2x — 3. Sa to liczby —1 1 3.

Jesli liczba a jest pierwiastkiem

Cwiczenie 4 wielomianu trzeciego stopnia w,
Liczba a jest pierwiastkiem wielomia- to pozostale pierwiastki tego wie-
nu w. Wyznacz jego pozostale pierwiast- lomianu (jezeli istnieja) mozemy

wyznaczy¢ w nastepujacy sposob:

ki i rozl6z wielomian w na czynniki. ot | :
1. Dzielimy wielomian w przez

a) w(z) =2 +52°+22—8,a=—4 ST RI T

b) w(z) =23 +22°-2z—-1,a=1 2. Otrzymujemy tréjmian kwadra-

_ 3 5 _ towy, ktorego pierwiastki (jezeli

¢) w(x) =2* —a* —10z — 8, a = —2 istnieja) sa pozostalymi pierwiast-

d) w(z) =2 —42? - 32+ 18,a =3 kami wielomianu w. Wyznaczamy
te pierwiastki.

Zadania

1. Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian ¢, nie wykonujac
dzielenia.
a) w(z) = =32* + 112 + 82 — 6, g(z) =2 +1
b) w(z) =22 +102* + 2 — 8, g(z)=x—2
c) w(z) =8z +4a*+4z -4, ¢(z) = -

1
2
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2. Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz jego pozostale pier-
wiastki. Rozl6z wielomian w na czynniki.

—GLE!—'QI-I-].-‘-L a=1
+922 413246, a=-2
+2I-111’+2{} a= -5

l |

a) w(zx)
b) w(x)
c) w(x)

3. Sprawdz, ktora z liczb: —1, 1 czy 2 jest pierwiastkiem wielomianu w. Wy-

znacz pozostale pierwiastki tego wielomianu.
a) w(z)=a%—2*—-5x+6 c) w(z) =22% — 22— 5xr+ 4
b) w(x) =223+ Ta* + 22 — 3 d) w(z) = -2+ 2% + 42— 2

4. Dla jakich wartosci parametru m wielomian w jest podzielny przez g7
a) w(z)=a*+ 52 +ma+3, g(z)=z+3
b) w(a) =—-22*+m?2*+2 -6, glz)=2—2
¢) wlz)=m?2*+ma*+ao+7, glx) =x+1

5. Sprawdz. nie wykonmujac dzielenia. czy wielomian w jest podzielny przez
wielomian .
a) w(z) =a"+2* —4a? + 52 -3, u(z)=(r—1)(xz+3)
b) w(z) =T2% — 62>+ 32+ 1, u(z)=22*+2—1
c) w(z) =4z +2* - 1922 — 4z + 12, u(z) = (z+ 1)(z + 2)(z — 2)

Jesli g jest wielomianem drugiego stopnia, to wielomian w mozna przedsta-
wi¢ w postaci w(z) = p(x)g(x)+az +b, gdzie p jest pewnym wielomianem
oraz ax + b jest reszta z dzielenia wielomianu w przez wielomian g¢.

6. Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu w przez:
a) (x — 3)(x + 2), jezeli reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian
x — 3 wynosi 7, a przez dwumian x + 2 wynosi —3,
b) x* — 3z + 2, jezeli reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian = — 1
wynosi —1, a przez dwumian & — 2 wynosi 3.
7. Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w przez wielomian u, nie wykonujac
dzielenia.
a) w(x) =2"—33x+ 11, u(z) = (x+1)(z—2)
b) w(z) =2% -1, u(z)=2%-1
*c) w(x)=2"—2+22 -1, w@)=(z-1)(r+1)(z+2)

2.10. Twierdzenie Bézouta
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2.11. Pierwiastki catkowite i pierwiastki
wymierne wielomianu

Aby znalezé¢ pierwiastki calkowite réwnania wielomianowego o wspolezynni-

kach calkowitych, mozemy skorzystac¢ z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie o pierwiastkach catkowitych

Jezeli wielomian w(x) = a,a™ +a, 2" '+ ... +ayx+ag (ap # 0) o wspol-
czynnikach catkowitych ma pierwiastek calkowity, to jest on dzielnikiem
wyrazu wolnego ag.

Dowdd
Zalézmy, ze ag, a1, ....an € &, ag # 0 oraz liczba calkowita x, jest pierwiastkiem
wielomianu w(x) = apx™ + ap12™ ' + ... + a1z + ap. Wowezas:

any + Un--IJT;T_l +...t+ayxry +ayg=0
' -1 i - e =1 . n-2
ap = —Ap} —ap1z] " — ... — a3y = T (—apx) T —ap 2l — .o —ay)
Liczba —a,z? ' — a, 12" ? — ... — a; jest calkowita, wiec x; jest dzielnikiem ag.
: el : eC T

Przyktad 1
Znajdz pierwiastki calkowite wielomianu w(x) = 2a* + 32 — 8z + 3.

Zgodnie z twierdzeniem. pierwiastkow calkowitych wielomianu w szukamy
wsrod dzielnikéw wyrazu wolnego ag = 3. czyli wérod liezb: 1, —1, 31 —3.

'u.?(l) =243—-5+3=0 Liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu w.
wi—=1)=-2+4+34+8+3#0 Liczba —1 nie jest pierwiastkiem wielomianu w.
w(3)=54+427T—-24+3#0 Liczba 3 nie jest pierwiastkiem wielomianu w.
w(—3)=-54+27T+24+3=0 Liczba —3 jest pierwiastkiem wielomianu w.

Zatem jedynymi pierwiastkami catkowitymi wielomianu w sa liczby 11 —3.

Uwaga. Wielomian w z przykladu 1. ma jeszcze jeden pierwiastek, ale nie jest on
caltkowity — jest nim liczba &,

Cwiczenie 1

Wypisz wszystkie dzielniki catkowite wyrazu wolnego wielomianu w 1 sprawdz,
ktore z nich sa jego pierwiastkami.

a) w(z) =2a® — 32* + 4 — 3 ¢) w(x)=2%-22>-52+6

b) w(z) = 3z® + 102% — 9z — 4 d) w(z) = x* — 72® + 10

2. Wiglormiany



Przykiad 2
Rozwiaz réwnanie 5x® — 822 — 5x +2 = 0.

Dzielnikami wyrazu wolnego a, = 2 sa liczby: 1, —1, 2. —2. Obliczamy wartosci
wielomianu w(x) = 52* — 82% — b + 2 dla tych liczb:
w(l)=—6+#0, w(-1)=-6+#£0, w(2)=0, w(—-2)=-60+#0
Zatem liczba 2 jest jedynym pierwiastkiem calkowitym réwnania.
Wykonujemy dzielenie:
(52% —82* — 52 +2): (. —2) =52+ 2 —1
i wyznaczamy pierwiastki tréojmianu kwadratowego 5z° + 2x — 1:

~1-v6 —14+v6
5, FBT T e

Zatem pierwiastkami réwnania sg liczby: =208, —1v8 § 2,

Ir =

Cwiczenie 2
Rozwiaz réwnanie. Zacznij od znalezienia pierwiastka calkowitego.

a) 2® — 622 +9xr—4=0 c) 2* +62°+10x+3=0
b) 32 + 32 — 5z +2=0 d) 42° + 162° + 132 +3 =0
Przyktad 3

Rozwiaz réwnanie x? 4 22 — 622 — 62 + 9 = 0.

Wyraz wolny ay = 9 ma nastepujace dzielniki: 1, —1, 3, —3, 9, —9. Stwier-
dzamy, ze liczba 1 jest pierwiastkiem calkowitym tego rownania. Zatem wie-
lomian w(z) = 2! + 22* — 62% — 62 + 9 jest podzielny przez » — 1:

(2" + 223 — 62> —62+9): (2 —1) =2+ 32> -3 -9
Otrzymany wielomian rozkladamy na czynniki, grupujac wyrazy:
P +322 -3z —-9=2%(z+3)-3(z+3)= (2> -3)(z+3) =
= (z - V3)(z + V3)(z +3)
Stad:
2t +22% — 622 — 62+ 9= (2 - 1)(z - V3)(z+ V3)(z + 3)

a zatem rozwiazaniami rownania sa liczby: —3. —43, 11 4/3.

Cwiczenie 3
Rozwiaz réwnanie.

a) o' — 42’ +82% — 200 +15=0 d) ' —a? =722+ 132 -6=0
b) 2+ 3 — 1122 — 92+ 18=0 e) gt —d4a® + 622 —4x4+1=0
¢) 22 —82° —92* — 42 —5=0 f) '+ 32 — 522 — 122 +4=0

2.11. Pierwiastki catkowite | pierwiastki wymierne wielomianu



Ponizsze twierdzenie pozwala wyznaczy¢ pierwiastki wymierne wielomianu
o wspolezynnikach calkowitych.

Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych

Jezeli wielomian w(x) = a,2" +a, 12" '+ ...+ @z +ag (a, #0, ag #0)
o wspolezynnikach calkowitych ma pierwiastek wymierny & = § oraz pigq
sa liczbami calkowitymi wzglednie pierwszymi, to p jest dzielnikiem wy-
razu wolnego ag, a g jest dzielnikiem wspolezynnika a,,.

Cwiczenie 4
Wspolezynniki wielomianu w sa liczbami caltkowitymi. Ktore z podanych liczb
nie moga by¢ pierwiastkami wielomianu w?

a) —4, =2, —-1,—2,—-2,0,%,5,1,2,4 w(z)=—42%+... -1
b) —4, -2, -1, —3, —i, 0,%35:1,2,4 wlz)=4s"+...-2
c) =3, -2, -3, -1,-2,-4,0,2,2,1,2,2,3; w(r)=22%+...43
Cwiczenie 5
Rozwiaz réwnanie.
a) 20° +3z°+3z+1=0 ¢) 22° + 9z +2—-3=0
b) 22° +2*+3z—-2=0 d) 92* +9z° +112* + 92 +2 =10
Zadania
1. Rozwiaz réwnanie.
a) 2+ 322 -9 +5=0 e) 3r* +1122 - 32+4=0
b) 23 -Tx—-6=0 f) 522 —2x =1 — 623
¢) 2.:*4—91 + 10z +3 =10 g) 23— 6 =4z -5z
d) 2z® — —3x+4=0 h) —32° + 1522 - 202+ 6=0
2. Rozwiaz réwnanie.
a) 22 —Ta* + 227 + 32 =0 d) 3a? +5a2* —a* — 52 —2=10
b) z*+2® —6x+4=0 e) z*+ 22 —82*—192—6=0

¢) 22 — 623 +52° -3z +2=0 f) 42 +122% + 1322 +6z+1=0

3. Rozwiaz rownanie.
a) 228 +2*+x =1 ¢) —dx + 4 = 323 + 2?
b) 3z® —x=1—Ta® d) 22* + 52® = 82 + Sa
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Rozwiaz rownanie.

a) ;rrf —‘}%:FQ —1z-1=0 ¢) '+ 3 — =2 +1
b) == =z -3 d) 22'—52*—-32% = (32 —9)(22%+x)

Dwa wierzcholki prostokata leza na osi OX, a dwa 8 i
pozostale — nad osia OX 1naleza do paraboli o row- /
naniu y = 6 — 2? (rysunek obok).

a) Podaj wzor wielomianu opisujacego pole tego
prostokata w zaleznosci od t. Jaka jest dziedzina
tej funkcji?

b) Dla jakiej wartosci ¢ pole tego prostokata jest
rowne 87

/—tU t\X

Dwa wierzcholki prostokata leza na osi OX. a dwa pozostale naleza do
paraboli y = %J:E-I—?, Wyznacz wspolrzedne wierzcholkéw tego prostokata,
jezeli jego pole jest rowne 39.

¥ C

Na rysunku obok przedstawiono trojkat réwnora-
mienny o podstawie AB i wierzcholkach A(0,0),
B(xy,0), gdzie xy > 0, oraz wierzcholku C naleza-
cym do paraboli y = #° + 1. Wyznacz wspélrzedne
wierzcholkow B i C tego tréjkata. jesli wiadomo,
ze jego pole jest rdwne 10,

=

A B

Dany jest tréjkat prostokatny ABC o wierzcholkach A(xzq,0) i B(—x.0),
gdzie xy > 0, ktore sg koncami jednej z przyprostokatnych. Pole tego
trojkata jest rowne 8, a wierzcholek C nalezy do paraboli y = %;rg + 2.
Oblicz obwadd tego trojkata.

Krawedz podstawy graniastostupa prawidlowego szesciokatnego ma diu-
gosé (2xr — 3) dm, a jego wysokosé jest réwna (@ — é—} dm. Oblicz pole po-
wierzchni calkowitej tego graniastoslupa, jesli ma on objetosé ”LF dm?.

Fragment drewnianej konstrukeji (rysunek obok) | 8 dm

zostal wyprodukowany z belek, ktorveh przekroj . /

jest kwadratem o boku . /7/

a) Wyznacz x. jeshi objetos¢ bryly, ktora tworzy /A
€ pe

ta konstrukcja, jest réwna 24 dm?®. -

b) Wyznacz pole powierzchni calkowitej bryly, ktéra tworzy ta konstruk-
cja, jedli wiadomo, ze jej objetos¢ jest réwna 80 dm®.

2.11. Pierwiastki calkowite i pierwiastki wymierne wielomianu



Rownania wielomianowe. Wzor Cardano

Istnieja wzory pozwalajace rozwiazywac¢ dowolne rowna-
nia wielomianowe stopnia trzeciego i czwartego. Odkryli je
Wiosi: Niccolo Fontana, zwany takze Tartaglia [czyt. tar-
talja] (1499 lub 1500-1557), Girolamo Cardano [czyt. dziro-
lamo kardano| (1501-1576, rycina obok) i Lodovico Ferrari
(1522-1565). W 1545 r. Cardano opublikowal wzory pozwa-
lajace rozwiazaé¢ dowolne réwnanie postaci x° + ax = b.

1. Rozwiaz réwnanie r° + x = 2, korzystajac:

a) z twierdzenia o pierwiastkach calkowitych,

T b) z podanego nizej wzoru Cardano dla réwnania 2* + ax = b.
30 b\2 . fa\® 3/ b b2 PR
= \/"*\/(5) #(5) = \/_'z'Jr\/(Ei) +(5)

=2 2. Rozwiaz réwnanie, korzystajac ze wzoru Cardano.
a) 2 —2r—21=0 b) 2% + 6z —20 =10

*3. Przeczytaj informacje w ramce.

Rownanie postaci:
Y aritaxr+a=0

L

mozna sprowadzi¢ do postaci y* + ay = b, podstawiajac x = y — 2.

a) Wyznacz pierwiastek rownania z® — 622 4 18z — 18 = 0. korzystajac
z powyzsze] informacji i wzoru Cardano.

[El b) Uzasadnij, ze istnieja: pierwiastek x; réwnania z° + 32° + 92+ 9 =0
oraz pierwiastek x, réwnania x® — 32?2 + 9z — 5 = 0 takie, ze spelniony jest
warunek x, — x, = 2.

Nie istnieje ogolna metoda znajdowania pierwiastkow wie-
lomianow stopnian = 5. W 1803 r. ukazala sie praca Wlo-
cha Paola Ruffiniego (1765-1822), w ktérej dowodzil on
nieistnienia takiej metody dla wielomiandéw stopnia pia-
tego. Dowod dla wielomianéw stopnia n = 5 przedstawil
w 1824 r. Norweg Niels Henrik Abel (1802-1829. rycina
obok).
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*2.12. Pierwiastki wielokrotne wielomianu

Przyktad 1
Wyznacz pierwiastki wielomianu w(x) = 2® — 82* + 162.
w(z) = x(x? — 8z + 16) = z(x — 4)?

Zatem pierwiastkami wielomianu w sa liczby 01 4.

W rozkladzie na czynniki wielomianu w(z) = 2* — 82* + 162 czynnik x — 4
wystepuje dwa razy. Dlatego liczbe 4 nazywamy pierwiastkiem dwukrotnym
(podwojnym) wielomianu w. Liczba 0 jest pierwiastkiem jednokrotnym
(pojedynczym) tego wielomianu.

Definicja
Jezeli w rozkladzie wielomianu w na czynniki wystepuje czynnik (x — a)®

i nie wystepuje czynnik (z — )", gdzie k € N.. to liczbe a nazywamy
pierwiastkiem k-krotnym wielomianu w.

Przykiad 2

Podaj pierwiastki wielomianu w i okresl krotnosé¢ kazdego z nich.

a) w(z) = 23(x + 2)(x — 3)?
pierwiastki: 0 -2 3
krotnosc: trzykrotny jednokrotny dwukrotny

b) 'EI-‘(.‘I.‘} = g2 (J.‘“’E — 9)([ 4 3}3 —
z*(z — 3)(z + 3)(z + 3)° = 2*(z — 3)(= + 3)*

.

pierwiastki: () 3 -3

krotnosc: dwukrotny jednokrotny czterokrotny

Cwiczenie 1
Czy liczba 2 jest pierwiastkiem dwukrotnym wielomianu w?

a) w(z) = (z— 2)(z? — 4) b) w(x) = (x —2)*(2* — 2z — 2)

Cwiczenie 2
Podaj pierwiastki wielomianu w oraz okresl krotnos¢ kazdego z nich.

3

a) w(z) =a'(z+2) (z-1) ¢) w(z) = (z — 4)*(z? — 16)
b) w(z) = —3z(z* + 1)(x? + 2) d) w(z) = Tz(z — 2)(5x + 3)(a* — 4)?

2.12. Pierwiastki wielokrotne wielomianu g3 .
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Mozemy mowic rowniez o pierwiastkach jednokrotnych lub wielokrotnych réw-
nania wielomianowego w(x) = 0.

Przykiad 3

Rozwiaz réwnanie 42° — 72?4+ 22+ 1 = 0. Podaj krotnos¢ kazdego pierwiastka.

Pierwiastkéw calkowitych wielomianu w(z) = 4a®* — Te? + 22 + 1 szukamy
wérdd dzielnikéw jego wyrazu wolnego: w(l) =4—-T+2+41 = 0, czyli liczba 1
jest pierwiastkiem.

Wykonujemy dzielenie:

(4a® — 722 +22+1): (2 —1)=422-32—1

—4g3 + 422
—32% 4+ 22 + 1
322 — 3z
=51
r—1
0
Wyznaczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego 4a? — 3a — 1:
A=94+16=25, ;= 3;5 :_%ﬂ ﬁ:%zl

Zatem pierwiastkami réwnania 4a® — 72° + 20 + 1 = 0 sa liezby —41 s
Réwnanie mozna zapisa¢ w postaci 4(z — 1)*(z + ;) = 0, wiec liczba 1 jest

jego pierwiastkiem dwukrotnym, a liczba —ﬁ pierwiastkiem jednokrotnym.

Cwiczenie 3
Rozwigz rownanie. Podaj krotnos¢ kazdego pierwiastka.

a) 2 + 52 +Te+3=0 ¢) at —6x® +92° —4x =0
b) z°+2* -8z —-12=0 d) 2' —62° + 132 — 120 4+4=10
Twierdzenie

Wielomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkow.

Powyzsze twierdzenie jest prostym wnioskiem z twierdzenia Bézouta.

Cwiczenie 4
Ponizej podano wielomian w oraz wszystkie jego pierwiastki calkowite wraz
z krotnoscia kazdego z nich. Czy wielomian ten moze miec jeszcze inne pier-
wiastki?

1

a) w(z) = 32° — %.‘1‘.‘ + 3, pierwiastki jednokrotne: —3, 1, 2

b) w(x) = 22* — 11a? + 12z + 9, pierwiastek dwukrotny: 3

2. Wielormiany



Zadania

1. Rozwiaz rownanie. Podaj krotnosé kazdego pierwiastka.

&) (22 +1)(2* +2-6) =0 e) (2= 9)(z+3)2=0
b) (¢ + (22— 4) = 0 ) =20+ 21 =0

¢) (5-a)(a® =Tz +10)=0 g) (z® —4)*(z? 4 32® — 102?) =0

d) (¢*+2x-3)(x—1)°=0 h) (1 +22—122)(z* =52 +62%) =0

Uzasadnij, ze réwnanie nie ma pierwiastkéw wielokrotnych.
a) a* —bx* —2x+24=0 ¢) 20% + 82 +9x+2=0
b) 323+ 2?2 — 122 —4=0 d) 2* + 622+ 82+15=0

Rozwiaz rownanie. Podaj krotnosé¢ kazdego pierwiastka.

a) 8 —322—4xr=0 d) o' — 42 +4=0 g) 3+ 322 —4r=0
b) 2° —62*4+92° =0 e) 2 +42°4+522=0 h) 3z*—-223+2%2=0
¢c) 2*—22°+1=0 f) 2> +4z'+42°=0 i) 2" —-162°>=0
Liczba z; jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz pozo-
stale pierwiastki tego wielomianu.

a) w(z) =32 —112* + 8z + 4, zy =2

b) w(z) = a* + 22% — 22* — 62 — 3, 2y = —1

c) w(z) =—122° +162* =Tz +1, o= 3

Podaj przyklad wielomianu, ktorego jedynymi pierwiastkami sa liczby: —3.
2, 4 1 ktérego stopien jest réwny: a) 3, b) 4, ¢) 6

Podaj przyklad wielomianu o wyrazie wolnym ay = 2, ktéry ma tylko
jeden pierwiastek dwukrotny réwny 3 1 ktérego stopien jest rowny:

a) 2, b) 4, ¢) 6.

Dla jakich wartosci parametru a liczba xy jest dwukrotnym pierwiastkiem
wielomianu w?

a) w(z) = (x+3)(2* + ar +6), xy= -3

b) w(z) = (22% — Tz — 4)(2% — 4a?), 2z, =4

Czy istnieje taka wartos¢ parametru a, dla ktorej liczba xy jest dwukrot-
nym pierwiastkiem wielomianu w?

a) w(z) = 62" + 8% — 8x* +ax +a+ 10, 25 =—1

b) w(z) =2'-3z* +ax?*+ (a+5)x+4, x5 =

2.12, Pierwiastki wiglokrotne wiglomianu



*2.13. Wykres wielomianu

Wykresem wielomianu stopnia pierwszego, w(z) = ax + b, jest prosta, a wy-
kresem wielomianu stopnia drugiego, w(x) = ax? + bz + ¢, jest parabola.
Dokladne narysowanie wykresu wielomianu wyzszego stopnia, bez korzysta-
nia z kalkulatora graficznego Iub komputera, moze okazac sie bardzo praco-
chlonne. Mozna natomiast sprawnie naszkicowac przyblizony ksztalt wykresu,
gdy znamy pierwiastki wielomianu.

Ponizej przedstawiono wykresy kilku wielomianéw trzeciego stopnia.

Wykresy wielomianow o dodatnim wspolezynniku przy najwyzszej potedze.

}fl. ll.}r"' Y
ON 1 X o 1 X \Q
y=a(z+1)(z—2) y = x(x — 2)* y=3(x+1)%(z—1)

Wykresy wielomianéw o ujemnym wspoélezynniku przy najwyzsze] potedze.

Y RO
1 x T Ok 1 X 0 X
y=—x(x+1)(z—-2) y = —z(x —2)° y=—3(x+1)*(z—1)

Zauwaz, ze gdy wykres wielomianu przechodzi przez pierwiastek jednokrotny,
wartoscl wielomianu zmieniaja znak z dodatniego na ujemny lub odwrotnie.
Mowimy wtedy, ze wielomian zmienia znak. Natomiast w pierwiastkach dwu-
krotnych wielomian nie zmienia znaku.

Znak wielomianu w przedziale (a;oc). gdzie a jest najwickszym pierwiast-

kiem, jest taki sam jak znak wspolezynnika przy najwyzszej potedze.
Wielomian zmienia znak tylko w pierwiastkach krotnosci nieparzyste;j.
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Przykiad 1
Okresl znak wielomianu w w przedziale (a; oc), gdzie a jest najwiekszym pier-
wiastkiem, i naszkicuj wykres tego wielomianu.
a) w(z) = —z(z + 2)(x — 2)

Wielomian w ma tylko pierwiastki jednokrot- )
ne: —2, 01 2, co oznacza, ze zmienia on znak \w *
w kazdym z tych pierwiastkow.

Wspdlezynnik przy najwyzsze] potedze jest a X

ujemny, wiec wielomian w przedziale (2;c0)
przyjmuje wartosci ujemne.

N — L Y2
b) w(z) = 5(x —3)*(x +3)

Pierwiastkami wielomianu w sa liczby:

d
—3 — pierwiastek jednokrotny — wielomian
. 0 (i
ziienia znak.
3 — pierwiastek dwukrotny — wielomian
3 X

nie zmienia znaku. 3 0

Wspolezynnik przy najwyzszej potedze jest
dodatni, wiec wielomian w przedziale (3:c0)
przyjmuje wartosci dodatnie.

Cwiczenie 1

Naszkicuj wykres wielomianu w.

a) w(z) =(x—3)(x—1)(x+2) d) w(z) = —z{z® + 2z + 1)

b) w(z) = z(x + 3)? e) w(z) = (1 —z)(x? + 4z —5)

¢) w(z) =z2%(x—1) f) w(z) =(2—z)(a*+ 6z +9)
Ponizej przedstawiono wykresy kilku wielomianow czwartego stopnia o dodat-

nim wspolezynniku przy najwyzszej potedze.
P Y i EY HY i i :

RvGvae

0l 11 1%

Y = T‘{J} + 2}{1 +.1}|{:.‘L' —1) Y .= :r:z(ﬂ; - 2}2 |

2.13. Wykres wiglomianu
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Ponizej przedstawiono wykresy kilku wielomianow czwartego stopnia o ujem-

nym wspolezynniku przy najwyzszej potedze.

9= —-:::f:t?-l- 2z +1)(x—1) y .

Cwiczenie 2

¥

heb b

y=—22z —2)?

Ponizej przedstawiono szkice wykresow wielomianow czwartego stopnia. dla
ktorych wspélezynnik przy najwyzszej potedze jest dodatni (ay > 0).

A. ¥

B i
;

C.

}n’

h

N/

o

L 3

3 X

o1

5 X

/
=1

@

Dobierz szkic wykresu do kazdego z podanych wielomianow:
w(z) = x(x—1)*(x—-3), v(z) = (z+1)*(z—4)%, w(x)=z(z+1)(z—1)(z—3).

Cwiczenie 3

4 X

Podaj wzor wielomianu czwartego stopnia o wspolezynniku ay = —1, ktérego

szkic wykresu przedstawiono ponizej.

a)

b)

Y 1

[\

c)

Y
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Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres wielomianu w.

a) w(z) = (x+3)(z+1)(z—2)? ¢) w(z) =—=3z*(x+4)(x—1)
b) w(z) = 22*(x — 3)? d) w(r) =—(z+2)(x - 1)(22* — 8)
Przyktad 2

Naszkicuj wykres wielomianu u(zx) = 42*(x + 3)%*(x + 1)(x — 2)3.
Stopienn wielomianu: 8, jego pierwiastki: 0, —3, —1, 2.

Krotnos¢ pierwiastkow wielomianu: — —3, -1, 0, 2.
dwikrotny jednokrotny dwukrotny  trzvkrotny

Wspdlezynnik przy najwyzszej po- Vi -
tedze jest dodatni, wiec wielomian u

w przedziale (2;00) przyjmuje war- /\
tosci dodatnie. ; @]

W pierwiastkach o parzystej krotno- -3 =Tha™ 2 X
sei (ezyli w —3 i 0) wielomian nie
zmienia znaku.

Cwiczenie 5
Naszkicu) wykres wielomianu w.

a) w(z) = (x—3)2x+1)*(x +1)* ¢) w(x) =-3(x—>5)(x+1)*(x—2)*
b) w(z) = 3(z — 3)(x +4)*(2* - 9) d) w(z) = —5(x—1)*(x+3)*(1 —x?)

Zadania

1. Naszkicuj wykres wielomianu w.
a) wz)=(z—1)(z+2)(x+4) d) w(z) = (3 —z)*(4 — x?)
b) w(z)=—(z+3)(1+2)(2—2) e) wx)=3(x—-4)(z+2)*(z+3)
¢) w(z) = —3i(z+3)(—z — 2)? f) w(z) =—-2(z*—-2)(z*-9)
2. Podaj wzor wielomianu czwartego stopnia o wspolezynniku ay = 1. ktérego

szkic wykresu przedstawiono ponize;j.
a) Y b) | ¥

c) ¥
VAV) \/ \/
V 2 ¥ =2 ) 2 X
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3. Podaj wzor wielomianu pigtego stopnia o wspolezynniku a; = —1, ktorego
szkic wykresu przedstawiono ponizej.

a) Yt b) ‘ir'*/\ ¢) VA

—3 = X _3 d1ol T x —4 * X

4. Naszkicuj wykres wielomianu w. Dla jakich argumentow wielomian ten
przyjmuje wartosci ujemne?

a) w(z) = (x —4)*(x + 3) d) w(z) =42*(x +1)(z — 6)
b) w(x) = (x* - 5)(z + 2) e) w(z) = —3(x* —4)(r — 2)*
¢) w(z)=(1—2%)(z—3) f) w(z) = (z? + 62 + 9)?

5. Naszkicuj wykres wielomianu w. Dla jakich argumentéw wielomian ten
przyjmuje wartosci nieujemne?
a) w(z) = (x—2)(x—3)*xz—4)" d) w(z)=2x(x+2)(2*—-4)(3 —x)?
b) w(z) = —2%(x + 1)%(x + 2)? e) w(z) = —-7(z*+3)(3—x*)(3—z)*
¢) w(z) = 6z(x? — 6z)(2? — z) f) w(z)=(92%2-1)(3z — 1)*(x — 3)
6. Dany jest wykres wielomianu w trzeciego stopnia. Naszkicuj wykres wie-
lomianu v(z) = w(—r) i zapisz jego wzér w postaci:
v(z) = azx® + axx® + a1 + ag

) b) c)

wury
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*2.14. Nierownosci wielomianowe

Przyktad 1

Na rysunku obok przedstawiono szkic wy- Y4

kresu wielomianu: u
w(z) = z(x +4)*(z — 2 = .
o(2) = ol + 4 -2 i o :

Rozwiaz nieréwnosé x(x +4)*(x —2) > 0.

Z rysunku odcezytujemy, ze wielomian w przyjmuje wartosci dodatnie dla:
€ (—oo;—4)U (—4;0) U (2; 0¢)

Cwiczenie 1 X b
Rozwiaz nierownosc, korzystajac ze szkicu F4 4

wykresu wielomianu: —‘Q\E 1 J\ X

w(r) = —3(z +2)(z — 1)(z — 3)

a) —%I[.r +2)(x—-1)(x—3)>0 b) —i{:z: +2)(x—1)(x—3) <0

Cwiczenie 2 Yt / "

Rozwiaz nierownosé, korzystajac ze szkicu + N ++ +

wykresu wielomianu: =1 |0 1\—/1 X
w(zx) = (x+ 1)*(x — 1)(x—4)

a) (z+1)*(z—1)(z—4)>0 ¢c) (z+1)(z—1)(x—4) =0

b) (z+1)*(z—1)(z—4) <0 d) (z+1)%(x—1)(x—4) <0

" . o
Cwiczenie 3 w !
Rozwiaz nierownosé, korzystajac ze szkicu + 4+ + X A TN

-3 —\

wykresu wielomianu:

Z4%
w(zr) = —(xz + 3)*(z+ 1)(z — 2)?

a) —(z+3)%(z+1)(z—-2)2>0 ¢) —(z+3)3%z+1)(x—-2)2 <0
b) —(z+3)*(z+1)(z—2)*=0 d) —(z+3)*(z+1)(z—2)*<0

Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres odpowiedniego wielomianu i rozwiaz nieréwnosc.

a) 3(z—5)(z+2)(x+4) <0 ¢) 2z +3)}(z—2)>0
b) —2(z—5)(z+2)%(z+4) <0 d) —3(z—=5)*(z+2)*>0
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Przykiad 2
Rozwiaz nieréwnos¢ z* — 4x > 0.

Rozkladamy wielomian w(z) = #* — 4z na czynniki:

w(x) =a® —dx =ax(z* —4) = z(x — 2)(x + 2)

Pierwiastkami wielomianu w sa liczby: 0., 2
oraz —2. Szkicujemy wykres wielomianu w

1 odezytujemy zbior rozwiazan nierownosci
w(z) > 0: z € (—2;0) U (2;00).

Przyktad 3
Rozwiaz nieréwnoéé —z! + 2* + 62% < 0.

Rozkladamy wielomian w(z) = —x' + 2 + 62* na czynniki:

w(z) = —z' +2° +62° =
= -’ (z* -z —6)=

- —:1.'2(.'1.‘ + 2)(z — 3)

Pierwiastkami wielomianu w sa liczby: 0 (pierwia-
stek dwukrotny), —2, 3. Szkicujemy wykres wielo-
mianu w i odezytujemy zbiér rozwiazan nieréwno-
Sci w(zx) < O

x € (—oo;—2) U {0} U (3;00)

Cwiczenie 5

Rozwiaz nieréwnosc.

a) -2 +2r*—x <0 ¢) 2*—-2*—a+1<0
b) —z*4+2*+6220 d) —2'+102°+112* >0

Przykiad 4
Rozwiaz nieréwnosé x(x + 2)(z* +x +3) < 0.

Pierwiastkami tréjmianu

z* — x — 6 sa liczby —21 3.
}»' ]
(TH
i g LR -|- == ES= RS SN B .
7{2 O § X

e) 20° +2*—8x—4>0
f) 32*—222—62+4<0

Trojmian =2 + x + 3 przyjmuje tylko wartosei dodatnie. Zatem mozemy obie

strony nieréwnosci podzielié przez ten tréjmian. Otrzymujemy nieréwnosé

kwadratowa: (z+2) <0
4

ktérej zbiorem rozwiazan jest przedzial (—2;0) — jest to zbiér rozwigzan wyj-

sciowej nierownosci.

Cwiczenie 6
Rozwiaz nierownosc.

a) (x* +3x+4)(z? +32—-4) >0 b) 2 =32 +2 -3 <0

2. Wielormiany



Przykiad 5
Rozwiaz nieréwnosé z* — 6z + 8z — 3 < 0.
Szukamy pierwiastkéw calkowitych wielomianu:
w(z) = 2% — 62>+ 82 —3
wsrod dzielnikéw jego wyrazu wolnego, czyli wsrod liezb: 1, —1, 3, —3.
w(l) =0, wiec 1 jest pierwiastkiem wielomianu w. Wykonujemy dzielenie:
(x> — 62> +8z~3): (z~1) =z -5z +3

Obliczamy wyrdznik i pierwiastki tréjmianu kwadratowego z? — S + 3:

iy ¥ 5_ 13 5" 13
A=25-12=13, @ =-"5—, 2= E’LEL
Szkicujemy wykres wielomianu w i odezytujemy }fT . l |
zbiér rozwiazan nieréwnosci w(x) < 0 Elatn \]ﬁ‘@ s
o D PR o, ) . by13
JE( 00; ~—% >U<1, X > ; 9

Cwiczenie 7
Wyznacz pierwiastki wielomianu w, a nastepnie rozwiaz nieréwnosé w(x) < 0.

a) wlx) =2+ 3%+ —1 ¢) wz)=a*—22%—22 -3
b) w(z) =2+ 82+ 1Tz + 4 d) w(z) = -2 + 22* — 42? + 8z
Zadania

1. Rozwiaz nierownosc.

a) 92° —4zx >0 d) z* < 8z g) 22% + 522 —3x >0
b) 4d2® +32* > 0 e) ' < 8z? h) —2% 4+ 22% + 42 <0
¢) z* + 4z < 4a? f) 22 > 8z i) ' +52°—-222 >0

2. Rozwiaz nierownosc.

a) 2 + 22— —v2<0 e) ' —baxt+r—-5<0

b) da® + 122> -2 —-3> 0 f) 2 +22° - 62—-122> 0

¢) 22 =32 — 10z +15<0 g) 62° — 9z 4+ 42® — 62* > 0

d)ze® + 2zt =br—2<0 h) v3z2® — V62! — vV6x* +2v32% > 0
3. Rozwiaz nierownosc.

a) ' — 2 - 22 -4<0 e) (x*+22x+1)32°—2x—-1)<0

b) z* + 622 + 62 > —5 f) (22 +2—-2)(22°—-3x+1) >0

c) —a° +2z% +4x >3 g) 3z —a*+1) <4 —g!

d) 2 — 622+ 122 < 8 h) o' — 22+ 24 > 12(2% - 1)
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4. Wyznacz zbiory ANBi A\ B.
a) A={zeR:2®°—4d2>0}, B={zeR:2®-2*—92+9 <0}
b) A={zeR:2' - 162> <0}, B={z € R:2' - 5z* +4 > 0}
c) A={zeR:32°—2*-62+2<0}, B={z€eR:z—z* > 2z°}

5. Wyznacz zbior tych argumentow z, dla ktorych spelnione sa jednoczesnie
nieréwnosci f(z) > g(x) i g(x) = h(x).
) flx) =a® — 4z, g(x) =42 + 822, h(x) = 4a* -
l}) fley=a'+ 2% g(z)=3z—2?% hz)=2+22°-9
f(x) =2a° — 42 + 32, g(z) =a*, h(z) =327 -3z +1
6. Naszkicuj w jednym ukladzie wspolrzednych wykresy funkcji f 1 g, a na-
stepnie odezytaj zbior rozwigzan nieréwnoéci f(x) < g(x).
a) f(z)=2" g(z)=u b) f(z) =2° g¢(z) =2’
7. Dla jakiej wartosci parametru m liczba a jest miejscem zerowym funkeji f7
Rﬂzwit}?', nieréwnosé f(x) = 0 dla wyznaczonej wartosci m.
fle)=2*—a?4+mz+4, a=1
) flx)=23+322+mx—4, a=-2
¢) flx)=2-3m)x* -2 4+2 -2, a=-1
d) flz)=2*+ (m*—-4)2*-Tc -6, a=3

8. Wyznacz dziedzine funkcji f.
a) f(z)=va® -4+ 25— a2 d) f(x) = vVa® + 2% — Vb — 16z

b) f(-r)=?;§m—w;rﬂ—9 e) ‘F)='\/9?3—7;F2+12:T-'+m
¢) flz)=va*—622+8 f) f(z) 228 4

- V’Jr* 120344 \/—4ei+1722 4

3

9. Na rysunku obok przedstawiono wykres wie- LY
lomianu u czwartego stopnia oraz wykres
trojmianu kwadratowego w. Odczytaj z ry-
sunku zbior rozwiazan nieréwnosci.

a) u(x) —w(x) <0
b) u(x) - w(xz) >0
¢) u(z)-wlx) <0
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10.

ls

Czy wiesz, ze...

Nierdownosci wielomianowe mozna rowniez rozwiazywac, tworzac tak zwa-
na siatke znakow. W tyin celu nalezy doprowadzi¢ nieréwnosc do postaci,
w ktérej po jednej stronie znajdzie sie wielomian rozlozony na czynniki,

a po drugiej stronie — zero. Na przyvklad:
(z+4)(z—-1)(x—-3) <0

Nastepnie nalezy okresli¢ znaki czynnikéw w przedzialach wyznaczonych

przez pierwiastki wielomianu.

T +4
£—1
r—3

iloczyn

< —4

—4
0

0

-4 <r<l1 1

_I_

..|...

0

0

I =x<3

+
+

3
+
+
0

0

+ |+ |+ ]+ ]|V

Z ostatniego wiersza tabeli odczytujemy, ze nieréwnosc¢ zachodzi dla:

x € (—oo;—4) U (1;3)

Rozwiaz nieréwnosé, korzystajac z siatki znakow.
a) z(2xr+1)(z+6) <0
b) (2-3x)(z*-2)20
c) (22 —4)(z—3)2>0
d) 2 —52° + 422 < 0

Aby rozwiaza¢ nieréwnosc:

(x+2)(z+1)(z—-3) =20

uczen sporzadzil siatke znakow. Trzy znaki w tabeli wpisane sa blednie.

e) 3 +32°—4>0

f) 23 +322—-92—-27<0

g) 2*—Tzr—6<0
h) (2?2 —4)(x®+x2—-12) 2 0

Wskaz bledy i podaj poprawny zbiér rozwiazan nieréwnosci.

T+ 2
r+1

r<-—-2 -2 -2<rx<-1 -1 -1<z<3

0

0

+

+
0

0

2.14, Nierdwnosci wislomianowe
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o
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2.15. Wielomiany — zastosowania

Cwiczenie 1

Dany jest prostopadloscian o krawedziach dlugosci 5 em, 6 cm i 8 em. Kazda
jego krawedz zwiekszono o x em. Wyznacz x, jesli wiadomo. ze objetos¢ pro-
stopadlodcianu wzrosta o 320 cm?®.

Cwiczenie 2

Z prostokatnego arkusza kartonu o wymiarach : 1 x :
30 c¢m na 40 em wycigeto w naroznikach kwadraty R |
o bokach dlugosci x cm, a nastepnie pozostala lf }
czesc sklejono 1 otrzymano otwarte pudelko. | g 2]
a) Wyznacz wielomian V' zmiennej = opisujacy SF= 2 - =
objetos¢ otrzymanego pudelka. Okresl dziedzine % S : B )
tej funkcji. 4000]- i
b) Na rysunku obok przedstawiono wykres wielo-  3000|- -~ : ""fJ'
mianu V. Na podstawie tego wykresu podaj przy-  ogool- /- N\t fog
blizone wymiary pudelka o najwiekszej objetosei. 1000 _.,_"_
5

¢) Sprawdz. czy spelniona jest nieréwnosc:

_ a
) 5 10 19-% X
V(10) > V(2,5) |

Cwiczenie 3
Z kwadratowego arkusza kartonu o boku 12 dimm wycieto w naroznikach kwa-
draty o bokach & dm, a nastepnie pozostala czesé sklejono 1 otrzymano otwarte

pudelko.
a) Wyznacz wielomian V' zmiennej x opisujacy objetosé I z] !
otrzymanego pudelka. Okresl dziedzine tej funkeji. Ty | T
- - m - - - I 1
b) Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupelnij. : JI
ol |
; 9 e | et
T 1 2 3 4 5 e ]

Viiz) | 100 (20707 20

¢) Na rysunku obok przedstawiono wykres wie- 120,
lomianu V. Odczytaj z wykresu przyblizone roz- - : -
wiazanie nieréwnosci V() < 64 dla x € (0;6). PV 5 O O 0, R O

d) Rozwiaz algebraicznie nieréwnosé V(z) < 64
dla z € (0;6).
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Zadania

W prostopadloscianie, ktorego podstawa jest kwadrat o boku z dm, suma
diugosci wszystkich krawedzi jest rowna 40 dm.

a) Wyznacz wielomian V' zmiennej x opisujacy objetosé tego prostopadlo-
scianu. Okresl dziedzine tej funkeji.

b) Dla jakich wartosci x objetos¢ tego pros- - 2 .

topadlogcianu jest réwna 36 dm?? :f y - ,;

Do akwarium (rysunek obok) wlano wode _g

do wysokosci (x — 0,5) dm. Podaj wymiary &

akwarium (pomin grubo$é szkla), jesli wia- 7 o

domo, ze wlano do niego 112 | wody. Z .g,b
2z dm

Wyznacz wielomian V' zmiennej x opisujacy objetosc prostopadlosciennego
klocka o wymiarach 2z em x 2z em x (7 — ) em. Okredl dziedzine tej

funkeji.
a) Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupelnij.
\ : : }: t I
T L 1 2 2 2 Vi Lo
. / _ A v
V&) Vi -
| . . L 100
b) Oblicz pole powierzchni calkowitej EAC
.o #ye i T PX
tego klocka, jesli wiadomo, ze jego ob- PN .
jetosé jest réwna 0.2 dm?®. |2 X

Podstawa domku dla lalek jest prostokat o ob-
wodzie 32 dm (rysunek obok). Wysokos¢ domku
w najwyzszym punkcie wynosi 5 dm.

x dm

a) Wyraz objetosé domku V' jako funkeje
zmiennej x. Okresl dziedzine tej funkceji. 2z dm

b) Dla jakich wartosci @ objetoéé domku jest mniejsza od 240 dm®?

Z tekturowego kola wycieto figure w ksztalcie
takim, jak pokazano na rysunku obok, i skle-
jono z niej otwarte prostopadloscienne pudetko.
Podstawa pudelka jest kwadratem o boku & cm, |

o : . : | lzem
a wysoko$¢ pudelka jest réwna (22 —1) cm. Jakie | |

wartosci moze przyjmowac pole kola, jesli obje-
to$¢ pudelka jest wieksza od 162 cm??

2,15, Wiglomiany — zastosowania
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2.16. Zagadnienia uzupetniajace

B Metody przyblizone rozwigzywania rownan wielomianowych

Dokladne rozwiazanie rownania wielomianowego moze by¢ bardzo skom-
plikowane lub (w przypadku réwnan stopnia wyzszego niz czwarty) nie-
mozliwe. W praktyce czesto stosuje sie metody przyblizone.
Twierdzenie
Jesli dla wielomianu w oraz liczb @y < xs liczby w(x;) i w(zs) sa
réznych znakéw, to wielomian ten ma pierwiastek xg € (; ).

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres wielomianu:
w(z) =z — 62* + 11z — 4
W tabeli podano wartosci wielomianu w dla wybranych argumentow.

" I 3 5 . 7 vy - |
w(z) | -4 | 3 9 o 9 Is 9 2

Poniewaz w(0) < 0 oraz w(3) > 0, wielomian ten ma

pierwiastek z, € {[):%}. Jako zy przyimujemy Srodek o fofioooboin

tego przedzialu i otrzymujemy x, =~ ~'|~ (z dokladnoscia

do 0.25). Aby otrzymac¢ wartosé¢ pierwiastka z doklad-

ol

niejszym przyblizeniem, sporzadzamy tabele przyblizo-
nych wartosci wielomianu dla wybranych argumentow.

& 0,25 0,3 0,35 0.4 0,45 0.5

: AR ERE E
UJ‘{.!-‘} —-1.609 | —1.,213 __{]1342 —U,-llgﬁ =0 174 U,125 B e
Poniewaz w(0,45) < 0 oraz w(0,5) > 0, istnieje pierwia- O
stek zy € (0,45;0,5). Jako x4 przyjmujemy Srodek tego _.1
przedzialu i otrzymujemy x4 = 0,475 (z dokladnoscia do ’
0,025).

1. Dany jest wielomian w(z) = —22°% 4 32% 4 1.

a) Oblicz wartosci wielomianu w dla x € {—1, —%._ 0, %, 1. %, 2}, a nastepnie
podaj jego pierwiastek z dokladnoscia do 0,25.

b) Oblicz wartosci wielomianu w dla x € {1,6;1.7; 1,8} i na tej podstawie
podaj jego pierwiastek z dokladnoscia do 0,05,

FEE
aam
Ll
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Rozpatrzmy wielomian w(z) =

e — Dyt ]

Dla # = 0 mamy w(0) =1 > 0, a dla x = 1 mamy
w(l) = —1 < 0. Oznacza to, ze wielomian w ma 0 i

pierwiastek xq € (0;1).

Obliczamy w(4) = 0,125. Mamy w(%) >0iw(l) <0,

i
wige istnieje [JltrWIaJ:-ttk Ty € (2, :
Obliczamy w(2) ~ —0,4531. Mamy w(%) > 0 oraz
3 SR *’-15 0 13 ]
w(y) < 0, wiee istnieje pierwiastek x, € (5 T) 2 4
Przyjmujac jalfcn xy Srodek przedzialu (E ﬁi) otrzy- & TR
mujemy p & 2 (z dokladnoscia do 0,125). i &

Powyzsza metoda, zwana metoda bisekcji (czyli polowienia), pozwala wy-
znaczy¢ pierwiastek wielomianu z dowolna dokladnoscia.

2. Dla wielomianu w(x) = «*

— 4% + 32 + 1 zachodza nieréwnodei w(1) > 0,

w(2) < 0 (sprawdz). Zatem istnieje pierwiastek zy € (1:2). Stosujac me-
( p je 1 ja

tode bisekcji, wyznacz xy z dokladnoscia do 0,05.

Aby wyznaczy¢ przyblizone rozwiazanie row-
nania wielomianowego. mozna skorzystac
z kalkulatora graficznego. Na rysunku obok
przedstawiono wykres wielomianu:

w(z) = x® — 422 + 32 + 2,05

otrzymany na ekranie takiego kalkulatora.

Pierwiastkiem tego wielomianu jest na pewno

liczba zy € (—1;0).

Aby sprawdzi¢, czy wielomian w ma jesz-
cze inne pierwiastki, mozna powiekszy¢ frag-
ment wykresu. Na rysunkach obok przedsta- |......
wiono dwa kolejne powiekszenia. Na ich pod-
stawie mozemy wnioskowac, ze wielomian w

ma jeszeze dwa pierwiastki nalezace do prze-
dziatu (2;3). Warto$¢ jednego z tych pier-
wiastkow, w zaokragleniu do trzech miejsc po
przecinku, wynosi 2.365.

x = 2,364612, y = —0,000256

2.16. Zagadnienia uzupeiniajace
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B Schemat (algorytm) Hornera

Schemat Hornera (William Horner — angielski matematyk. zyl w latach
1786 -1837) pozwala na zmniejszenie liczby wykonywanych operacji mno-
zenia podezas obliczania wartosci wielomianu dla danego argumentu.

Rozpatrzimy wielomian:
w(z) = azz® + asx” + a12 + ap =
=Q3*' T T Tt+a T -T+a T+ a
Aby obliczy¢ wartosé tego wielomianu dla danego argumentu, nalezy wy-
kona¢ szesc¢ dzialan mmnozenia i trzy dodawania.
Zauwazmy, ze:
w(x)

I

asx’ + axx® + a4 T + ag =

= (asz®*+ asz +a,) -z +ag =

= ((az-x+az)-x+ay)-x+ag
Korzystajac z otrzymanej postaci wielomianu w, mozemy obliczy¢ jego
wartosé¢ dla argumentu @ = a. wykonujac trzy dzialania mnozenia i tray
dodawania.
Jesli wprowadzimy oznaczenia:

Iw(ﬂ’) == ((&'G +ﬂ2) 'ﬁ"‘ﬁ‘,[) a4+ ey

‘E'J:J. = g

h-__r — ”.i‘_]‘:! m et 4 )

|i;| — i'rh;g T 1

b = aby + ao = wla)

to obliczenia mozemy przedstawic¢ w postaci schematu:

s (455} ol 1y
+ + +
a o aby o b o by
¥ ~
EJ‘:_J, l:)g b 1 EJ[]

Przykiad 1
Dany jest wielomian w(x) = 42® — 5x® + Ta — 20. Korzystajac ze schematu
Hornera, oblicz w(2).

by = 4 Zapis w postaci schematu:
bp=2-4-5=3 4 -5 7T =2
by=2-3+7=13 ; i
= 2 _ 9 — f = A0 DAY A
bp=2:13-20=6 — e
Zatem w(2) = 6. 4 3 13 G
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3. Oblicz wartos¢ wielomianu w dla argumentu a. Skorzystaj ze schematu
Hornera.
a) w(z) =2z 52 —4x+7, a=3
b) w(z) =5z — 62> -3z +x -1, a=2

Schemat Hornera mozemy rowniez wykorzysta¢ do wyznaczenia ilorazu
i reszty z dzielenia wielomianu przez dwumian = — a.
Rozpatrzmy wielomian w(x) = aga®+ay2* +a,2+ag. Zgodnie z przyjetymi
poprzednio oznaczeniami maimy:
w(z) = azz® + asz® + a1z +ap =
= bgiﬂ3 2 (bz = ﬂib:;).’l:z + (bl = {ng)iﬂ 403 bq] = Hb] =
2 2
= (b;_J,.L T b-_g.l' o b]).’f = {bgil-' =+ bz.’l.' 7 5 b‘].]lﬂi i E'-‘[} =
2
= (bgx” + box + by ) (@ — a) + by
Zatem byx? + by + by jest ilorazem, a by reszta z dzielenia wielomianu w
przez dwumian x — a.

Przykiad 2
Wyznacz iloraz p i reszte r z dzielenia wielomianu w(z) = 5a* —Tax?+32—3
przez dwumian x—2. Wielomian w zapisz w postaci w(z) = p(x)(x—2)+7r.

Sporzadzamy schemat:

o =7 & -3
+  + +

; :

-'3'/ 3'{ 9’/ 15
Ze schematu odezytujemy iloraz p(x) = 52+ 32+ 9 i reszte r = 15. Zatem
w(z) = (52° + 3z + 9)(z — 2) + 15.

4. Wykonaj w spos6b tradycyjny dzielenie (32! — 102* — 29z + 2) : (x — 4).
Poréwnaj zapis tego dzielenia z podanym nizej zapisem dzielenia wyko-
rzystujacym schemat Hornera.

ZwrHc uwage na

3 =10 O =29 2

4 12 8 32 12
3 2 8 3 14

wspolezynnik 0 pray .

5. Wykonaj dzielenie wielomianéw, korzystajac ze schematu Hornera.
a) (62* —32% — 102z +9) : (z — 3) ¢) (x? —62° +62% —8) : (2 —2)
b) (22 + 42* — 10z - 9) : (z + 2) d) (z' =52 —ax—2): (v +2)
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Zestawy powtorzeniowe

B Zestaw |

1,

Dane sa wielomiany w(z) = z* — 1 oraz p(z) = 22° + 4o + 1. Wyznacz
wielomian u i podaj jego stopien.

a) u(z) =2w(z) + (1 —a)p(x) b) u(z) = [w(x)]* — ?:;'- - plax)
Rozléz wielomian w na czynniki.

a) w(zr) = 3z* — 322 d) w(r) = — 102* + 5z

b) w(z) = 22° + 4z2* + 2x e) w(x) = —3z° + 302° — Thz
¢) w(z) = 2%+ Ta® + 62" f) w(z) = 322°% — 162" + 222
Dany jest wielomian w, dla ktérego w(—1) = 4 i w(0) = 3. Oblicz a i b.
a) w(z) =a*+ (a—b)a® — 4z + 2 b) w(z) = —ax® + 32> +a — Gb
Rozwiaz rownanie.

a) ba? + 22 + 127 =0 d) 202° + 2° = 2!

b) —22% — 62* + 8z =0 e) 4a® + 2* = 42!

c) @ —Ta*+122° =0 f) 2 =22% +2°

Rozl67 wielomian w na czynniki i podaj jego pierwiastki.

a) w(z)=2>—22* -2z +4 d) w(z) = 1252° — 27
b) w(z) = o' + 2® — 42® — 4z e) w(z) =27z + 3z
¢) w(z)=52*+2?—-15x -3 f) w(z)=-142>+ 7z

Rozwiaz rownanie. Ile pierwiastkow tego rownania nalezy do przedzialu

(~53)?

a) °—2r°4+2—-2=0 e) 8l —92* -9z +1=0
b) >+ 5z —a2—-5=0 f) a'+2° -8 —-8=0

¢) 20 +a*—8r—4=0 g) 8e'+2* +64r+8 =0
d) 2 =2 —-92+9=0 h) 42® —a* —42* +1=0

Dla jakich wartosci parametru m liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w?
a) w(z) =2+ 2m—1)z* - 3247, a=2

l}} w(z) = —2*+ma? —mx+5, a=3

c) wiz) =a*+322+ (m? - 2m)z+ 2, a= -2

2. Wielormiany
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8. Wyznacz iloraz i reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian p.
a) wiz)=2"+z+1, p(z)=2—3
b) w(z) =2*+a%*+1, plz)=z+3
c) wlz) =222 -2 —2+6, pla)y=2—-1
9. Dany jest wielomian w. Przedstaw go w postaci w(x) = (x+2)p(x)+r(z).
a) w(z) =2 +2x+5 ¢) w(zx) =4z + 823 — 2% — 22
b) wz)=z*+22°+x+1 d) w(z) =23 + 32% — 9z — 2
10. Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian q.
a) w(x) =Tz -2 +1, qlx) =z -1
b) w(z) = 22° + 62* — 8, ¢q(z) =z +2
c) w(z) = —2° + 32* + 10z, ¢(z) =z —2
M Zestaw |l
1. Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz jego pozostale pier-
wiastki. Rozl6z wielomian w na czynniki.
a) w(z) =2*—52°—-22+24, a= -2
b) w(z) =2 —22* -9z +4, a=4
¢) w(z)=2r*+2*+r—-1, a=3
d) wz)=a*+32>-3x—-1, a=1
e) w(z) =2 —z*—-8zx+12, a=2
2. Rozwiaz rownanie.
a) =622+ 11z —-6=0 e) 223 -9r —4x—-5=0
b) 2* —62® — bz —14=0 f) 152 + 82 — 92 —2=10
¢) * +52* +8x+6=10 g) at+a® —da? —2x+4=0
d) 2 —2?2-3z-9=0 h) 2! — 28 — T2 + 52+ 10 =0
3. Rozwiaz rownanie.
a) 20° + 32 +5x+2=0 ¢) 20— —2x—-3=0
b) 2z® + 22 -5x+2=0 d) 3z — 522 +4x+2=0
4. Dla jakich wartosci parametru a wielomian w jest podzielny przez dwu-

mian g7
a) w(z) =(a+ 1)z’ —x+d® ¢(z)=z-1
b) w(z) = 2* — 6z — 3a, qlz)=x—a
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5. Wyznacz wartos¢ parametru a, dla ktorej reszta z dzielenia wielomianu
w(x) = x* + ax — 3 przez dwumian:

a) @ — 1 jest réwna 4, b) & + 2 jest réwna 5.
6. Dla jakiej wartosci parametru a wielomiany w i w sg rowne?

a) w(z) = (ax — 1)(ax +2), w(zx)=92° — 3z —2

b) u(z) = (22 — a)lax + 1), w(z) =223+ 2% — 4z —2

¢) u(z) =—-a2*+ (a®*+a)zr+1, w(z)=ar’—2r+a*

7. Rozwiaz nierownosc.

a) (r+1)(x* -5z +6) >0 d) (x—3)*(z*—-6x+8) >0
b) (22— 1)*(z*—-22+1)<0 e) (z2-1)(T-2)(1—-2) <0
¢) (2 +x+2)(2*—42—5)=0 f) (6—z)*(x—3)(z+5)<0
8. Rozwiaz nieréwnosé.

a) 2* + 2% — 20z >0 e) ¥ +4a+x+4>0

b) a* — 32? + 22 <0 f) —a® 4+ 32> +22—-6<0

c) —at 4 6x* — 922 <0 g) 2 -2 —a2®4+120

d) 3z + 2+ 2% <0 h) =2 + 32° — 8z +24 <0

9. Drewniany klocek ma ksztalt graniastostupa (rysunek ponizej), ktérego
objetosé¢ jest réwna V. Oblicz diugosé najdiuzszej krawedzi tego klocka.

a) V=24 dm* b) V =28 dm?

o 2 A A
x dm & d, N av

a A
@ L) x dm x%‘\"

@ GG &
rdm xdn zdm
@ 10. Niech w(z) = (2* + 3z + 1)? — 1. Wykaz, ze dla dowolnego n € N liczba

w(n) jest iloczynem czterech kolejnych liczb naturalnych,

[El 11. Wykaz, ze jesli wielomian trzeciego stopnia w(z) = aa® + ba? + cx + d
mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu czynnikéw liniowych:
w(z) = a(z — 3 )(z — x3) (z — x3)
to zachodza zwiazki:
[

b d
I ‘I‘ff-'g ‘I‘LI.';j = —-E, Iy-Tg g = —-(;., 1" Ta+X1" T3+ Ty -3 = =

Sa to wzory Viete'a dla wielomianu trzeciego stopnia.
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Sposob na zadanie @

Przykiad
Dla jakich wartosci parametrow a i b liczba 3 jest dwukrotnyim pierwiastkiem
wielomianu w(z) = 2* + ax® + ba + 97

Abyv rozwiazaé to zadanie. mozemy postapi¢ na jeden z ponizszych sposobdw.
A il . Y postap J P : P

I sposob
Jesli liczba 3 jest pierwiastkiem wielomianu w, to reszta z dzielenia tego wie-
lomianu przez x — 3 jest réwna ().
(* +az?+bxr+9):(x—-3)=2*+(a+3)x+3a+b+9
—2% + 322
(a+3)z*+bzx+9
—(a+3)z* +3(a+3)x
(Ba+b+9)x+9
—(Ba+b+9)x+3(3a+b+9)
9a + 3b + 36

Otrzymujemy iloraz u(z) = x* + (a+3)x +3a+ b+ 9 i reszte r = 9a + 3b+ 36.
Przeksztalcamy réwnanie 9a + 3b 4+ 36 = 0 i otrzymujemy b = —3a — 12.
Zatem iloraz ma postac¢ u(xz) = 2* + (a + 3)x — 3.
Liczba 3 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu w, wigc jest pierwiast-
kiem wielomianu w:

u3)=0e3*+(a+3)-3-3=0&a=-5
Obliczamy b: b= -3 - (—5) — 12 = 3.
OtrzymaliSmy zatem: a = —51 b= 3.

11 sposob
Liczba 3 jest pierwiastkiem podwdjnym wielomianu w, wiec istnieja liczby
¢, d € R takie, ze zachodzi réwnoséé:
w(z) = (z — 3)*(cz +d)
Stad:
2 +art+br+9=(2*—6x49)(cr+d) =

= ex® + (—6c + d)z* + (—6d + 9¢)z + 9d
Poréwnujemy wspolezynniki przy «® oraz wyrazy wolne i otrzymujemy ¢ = 1
yid=.1.
Obliczamy a: a = —6c+d = -6+ 1= —b.
Obliczamy b: b = —6d + 9¢ = -6+ 9 = 3.

Odpowiedz: a« = -5i1b=23

Sposob na zadanie
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@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

T:

Jesli w(z) =22% — 61 u(z) = —2® +4x + 2, to f(2) =4 dla:
A. f(z) = w(x) + 2u(x), C. f(z) = w(x) - u(x),
B. f(z) =2w(zx) —u(z), D. f(z) = w(x) - (u(z) + 2).

Ktora para punktow nalezy do wykresu wielomianu w(z) = 2% — 2° 4 67

A. Ai(—1,4), Ax(1,4) C. C,(—1,52), Ca(L,61)
B. By(2,8), By(—2,6) D. D,(-%,2), D,(3,71)

: . : : 4 F g
Dany jest wielomian w(z) = (2 — z)* - (V2z —1)". Wspélezynnik przy
najwyzszej potedze tego wielomianu jest rowny:

A. —8+/2, B. —2V/2. C. 22, D. 8v2.

Pierwiastkiem wielomianu w(z) = 2% — (4 + 2\/5).1: jest liczba:

A. —/3, B. /3, ol [ D. 1+ V3.

Liczby —3, 1 sa jedynymi pierwiastkami rownania:

A. 2% + 222 = 3z, C. (z—-1)*a*+6x+9) =0,

B. 2?4+ 32—z -3=0, D. (z2-1)(z+3)2=0.

Na rysunku przedstawiono wykres wielomianu w } “---- it :
trzeciego stopnia. Najwicksza warto§é¢ tego wielo- - -1{
mianu w przedziale (—1;6) wynosi: 1 : ¥
A. 135, 6. 135
B. 13, D. 12.

Ile liczb calkowitych spelnia nieréwnosé (z+1)(x+2)*(x+3)%*(x+4)* < 07
A0 B. 4 C. 7 D. 10

Zbiér rozwigzan nieréwnodei (22 — 4)(4 — x)? < 0 jest réwny:
A. (—-2;2), C. (—2;2) U {4},
B. (—2;4), D. (—oc; —2) U (2;00).

Liczby: 1, x2, @3 sa pierwiastkami wielomianu 2z* 4+ bx? + cx +d = 0.
Wynika stad, ze suma x; + 2 + x3 jest réwna:

A. 2, C. 2(b+ c+d),
B. -1, D. —3(b+c+d).
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Przed obowigzkowa matura z matematyki @

B Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Oblicz wartoéé¢ wielomianu w(z) = (x4 v3)(x —v3) (2 4+ 322 +9) dla z = /9.
Zadanie 2 (2 pkt)
Objetosé szedcianu jest réwna av/6+byv/3 dla pewnych a,b € Z. Wyznacz a i b,

jesli diugosé krawedzi tego szeScianu jest réwna 6 — /3.

Zadanie 3 (2 pkt)

Rozwiaz réwnanie x° + 2° + 8z + 8 = 0.

Zadanie 4 (2 pkt)
Ktore z liczb calkowitych o wartosci bezwzglednej mniejszej od 4 sa pierwiast-
kami wielomianu w(x) = x* 4 22% — 162 — 327

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi
Zadanie 5 (4 pkt)

Podaj wzor wielomianu opisujacego objetosé
pudelka w zaleznosci od & (rvsunek obok).

Jaka jest dziedzina tej funkcji? Dla jakiej 2r —4
wartosci x objetosé pudelka jest rowna 327 z+4 !

Zadanie 6 (3 pkt)

Uzasadnij, ze tréjmian kwadratowy, ktory otrzymamy w wyniku podzielenia
wielomianu w(z) = 32® — 32% — 162 — 6 przez dwumian = — 3, nie ma pier-
wiastkow wymiernvch.

Zadanie 7 (3 pkt)

Wyznacz wszystkie calkowite rozwigzania rownania 22 + 72° — 5o — 4 = 0.

Zadanie 8 (3 pkt)

Wyznacz punkty wspélne wykreséow funkeji f(z) = l,,ﬁ

= %;IT igla)=z.

Zadanie 9 (5 pkt)

Kazdy z przedstawionych obok
prostopadloscianéw ma obje-
tos¢ rowna 120. Uzasadnij, ze
prostopadlosciany te maja row-

20 + 1

ne pola powierzchni calkowi- 2b
tych. o, 4

& B
3a b+ 2
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@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-3 odpowiedz ma postac trzycyfrowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)

Liczba S jest suma wartosci bezwzglednych miejsc zerowych wielomianu
w(z) = 4a® — 422 — 3z + 3v/2. Zakoduj cyfre jednoéci i dwie pierwsze
cyfry po przecinku tej liczby.

Zadanie 2 (2 pkt)

Oblicz kwadrat sumy wszystkich liczb calkowitych spelniajacych nieréwnosc:
(22 —2x+1)(2®* —8x+12) <0

Zakoduj cyfry setek, dziesiatek i jednosci otrzymanej liczby.

Zadanie 3 (2 pkt)
Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku liczby, ktora jest
najmniejszym pierwiastkiem réwnania 122% — 1622 + 72 — 1 = 0.

Zadanie 4 (3 pkt)
Rozwiaz nieréwnoéé z* + 4a® — 4o — 1 < 0.

Zadanie 5 (4 pkt)
Dla jakich wartosci parametru k wielomian w(x) = 2z* — 62? + k*z — 4k + 8
jest podzielny przez dwumian x — k7

Zadanie 6 (3 pkt)
Wyznacz wartosci parametréow m i n, dla ktérych liczba —2 jest dwukrotnym
pierwiastkiem wielomianu w(z) = 32 + ma? + nax — 8.

(D] Zadanie 7 (3 pkt)
W pewnym wielomianie suma wspolezynnikow przy potegach parzystych jest
rowna sumie wspolezynnikow przy potegach nieparzystych. Wykaz, ze licz-
ba —1 jest pierwiastkiem tego wielomianu.

Zadanie 8 (4 pkt)
Wyznacz wielomian V' zmiennej x opisujacy obje-
tosc¢ ostrostupa prawidlowego czworokatnego o kra-
wedzi podstawy a 1 wysokosci h, gdzie:

a=z+3 i h=3(z*—6zx+9)
Podaj dziedzine funkcji V. Dla jakich wartoseci x
zachodzi nieréwnosé V(z) < 2567

Zadanie 9 (5 pkt)

Podstawa graniastoslupa prawidlowego jest oSmiokat foremny o boku x dm.
Wysokoéé tego graniastoslupa jest réwna (x + 2) dm, a jego objetosé jest
réwna 6(1 + v/2) dm®. Wyznacz .
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Czas potrzebny na przebycie pewnej usta-
lonej odleglo§ci jest tym mniejszy, im
wicksza jest predkosé, z jaka sie porusza-
my. Na wykresie obok przedstawiono za-
leznos¢ miedzy predkoscia a czasem po-
trzebnym na pokonanie odleglosci 360 km.
Predkos¢ i czas (potrzebny do przebycia
okreslonej drogi) to wielkosci odwrotnie

30 60 90 120 150 180 ;__.'[k1],|llf'|]

proporcjonalne.




3.1. Wykres funkcji f(x)=4%

Rozpatrzmy funkcje f(x) = —f— — jest ona okreslona dla z € R\ {0}.
Sporzadzamy tabele wartosci funkeji f, a nastepnie szkicujemy jej wvkres.

v -4 | -2 | -1 | =% | -3

R EE

Wykres funkeji f(z) = 2, gdzie a # 0,
oraz kazda krzywa powstala z tego wykresn
przez przesuniecie o pewien wektor nazy-
wamy hiperbola.

Wiasnoéei funkeji f(z) = Jl

e Dla @ < 0 funkcja f przyjmuje wartosci
ujemne, natomiast dla x > 0 — przyjmuje
wartosci dodatnie.

» Funkcja f nie ma miejsc zerowych.

« ['unkeja f jest malejaca w przedziatach
(—oc:0) i (0;:00).

Uwaga. Funkcja f(x) = _lL, nie jest malejaca
w zhiorze (—o0;0) U (0; 00).

: 3 1 2 4
! 2 1 5 -3

Hiperbola sklada sie z dwdch
galezi.
I

Zauwazmy, ze kazda z galezi wykresu funkeji f(x) = - .zbliza si¢” do prostej

poziomej y = 0 oraz .zbliza si¢” do prostej pionowej & = 0. O takich pro-

stych mowimy, ze sa asymptotami wykresu funkcji

pozioma i asymptota pionowa.

Cwiczenie 1

Na rysunku obok przedstawiono jedna ga-
s 1. : . X

taz hiperboli f(x) = -.

a) Podaj brakujace wspolrzedne punktow:

A, B, €, DiE.

b) SporzadZ odpowiednia tabele i naszki-
cuj obie galezie tej hiperboli.

Cwiczenie 2
Sporzadz odpowiednia tabele i naszkicuj
wykres funkeji f.

2) f(z)=2

s 120 3. Funkcje wymierne

odpowiednio asymptota




Cwiczenie 3
Na rysunku obok pr’zedqmwionn wy-

kresy ﬁlukc:ji' f(} glr) =
h(x) = = oraz k(x) =

l-: "‘[

a) Ohh{.z war tDH{.l k&mdq z tych funkeji
dla z = —2.

b) Dobierz wzér do kazdego wykresu.

¢) Do ktoryeh hiperbol naleza punkty:
A(2,3), B(%,3), C(4,1), D(—4,-1).
E(_§: _E")?I

Aby naszkicowa¢ wykres funkcji g(x) = —%. gdzie z € R\ {0}, mozna wyko-
rzystac¢ odpowiednia tabele war méci funkeji lub odbi¢ symetrycznie wzgledem
osi OX wykres funkeji f(x) = =

Wiasnoéci funkeji g(x) = —%:

« Dla x < 0 funkcja g przyjmuje war-
tosci dodatnie, natomiast dla = > 0 —
przyjmuje wartosci ujemne,

« Funkcja g nie ma miejsc zerowych.

« Funkeja g jest rosngca w przedziatach
(—o0;0) i (0;00), ale nie jest funkcja
rosnaca w swojej dziedzinie.

« Prosta y = 0 jest asymptota pozioma.
a prosta @ = (0 — asymptota pionowa
wykresu funkeji g.

Cwiczenie 4
Sporzadz odpowiednia tabele i naszkicuj wykres funkcji f.

0 f@)=-2 b f@)=-% o f@=-% @ f@)=-2

Czy wiesz, ze...

= Wykres funkcji f(z) = + ma dwie osie symetrii
-sa to proste y = x oraz y = —u.

= Punkt O(0,0) jest srodkiem symetrii wykresu
funkeji f(z) = <.

Ogdlnie, proste y = x i y = —x sa osiami syme-
trii, a punkt O(0.0) jest srodkiem symetrii do-

wolnej hiperboli o réwnanin y = 2.

3.1. Wykres funkcji f(x)=£
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Zadania

1. Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej wartodé najmniejsza i wartosé naj-
wieksza w przedziale (1:2).
a) flx)= % b) flx)= *% c) flz)= i d) f(z) = '"%

2. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = % ktorej dziedzing jest zbior D. Podaj
zbior wartosci tej funkceji.

a) D= (2;8) b) D= (-2;0)U(0;2) ¢c) D= (—o0;—2)U(l;0)
3. Dla jakie] wartosci wspolczynnika a punkt P nalezy do hiperboli be-

dacej wykresem funkcji f(x) = 27 Oblicz wartosé¢ funkeji f dla argu-
mentu r = —2v/2.

a) P(—1,8) b) P(3,-32) ¢ P(-4,3%) d) P(-%,-3)
4. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = £. Oblicz a. Znajdz
wspolrzedne punktu, w ktérym hiperbola przecina prosta y = —3. Od-

czytaj z wykresu, dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci
wicksze od —3.

5. Dla jakiej wartosci wspolezynnika a punkt P nalezy do hiperboli bedacej
wykresem funkcji f(x) = £7 Naszkicuj wykres tej funkeji i podaj wartosé
najwieksza i wartos¢ najmniejsza, jakie przyjmuje ona dla argumentow ze
zbioru (—4; —1) U (2; 6).

a) P(2v2+2,v/2—-1) b) P(1-v5,1+v5) «¢) P(vV6—v24,V06)

6. Oblicz odleglos¢ miedzy punktami przeciecia prostej y = 2x z hiperbola

e = ool
U=z

7. Oblicz a. jesli wykres funkcji f(x) = < przecina prosta y = x w punktach

P, i Py, a odcinek P, P, ma dlugoéé: a) 4v/2, b) 8.

. 122 3. Funkcje wymierne



3.2. Przesuniecie wykresu funkcji
f(x)=< o wektor

Przykiad 1

Wykres funkeji f(z) = % + 2 otrzymuje-
my przez przesuniecie hipm‘lmli g(z) = =
o 2 jednostki w gore, czyli o wektor [0, 2].
Zbiorem wartosci funkcji f jest zbior
(—o0; 2) U (2;00).

Prosta y = 2 jest asymptota pozioma wy-
kresu funkeji f, a prosta x = 0 — asymp-

tota pionowa.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbior wartosci tej funkeji oraz réwnania
asymptot jej wykresu.

a) f(z)==+3 ¢) fla)=2-3 e) flz)=—2+1
i B Y Pl = e N

b) f(z) = =—1 d) f(x) = - +2 f) f(x)= =

Przykiad 2

Wykres funkcji f(r) = ﬁ otrzymuje-

my przez przesuniecie hiperboli g(xr) = %
o 3 jednostki w prawo. czyli o wektor [3, 0].

Dziedzing funkeji f jest zbior R\ {3}. 0]

Prosta @ = 3 jest asymptota pionowa wy- Pl
kresu funkcji f, a prosta y = 0 — asymp- 9 ) =5

tota pozioma.

Wykres funkeji y = f(z —a), gdzie a > 0, otrzymujemy przez przesunigcie
wykresu funkeji y = f(x) o a jednostek w prawo, czyli o wektor [a, 0].

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj dziedzine 1 rownania asymptot wykresn tej
funkcji oraz jej przedzialy mouotnni(-mms’sci.

) fla) = — b) f(x) = - ) f(z) = =% d) flz) = ==

3.2. Przesuniecie wykresu funkcji fix)=% o wektor
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Przykiad 3
Wykres funkeji f(w)::__gii otrzymuje-
my przez przesuniecie hiperboli g(x) = —1

o 2 jednostki w lewo, czyli o wektor [—2, 0.
Dziedzing funkeji f jest zbior R\ {—2}.
Asymptota pionowa jej wykresu jest pro-
sta x = —2, a asymptota pozioma — prosta
y = 0.

Wykres funkcji y = f(x+a), gdzie a > 0, otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(x) o a jednostek w lewo, czyli o wektor [—a, 0].

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj dziedzine tej funkcji i réwnania asymptot
jej wykresu. Wyznacz punkt przeciecia wykresu z osig QY.

R 2

a) f@)=——= b f@)=== ofl@)=== d) fl@)=--=

z+1 r+2 z+3

Przyktad 4

Wykres funkeji f(x) = T—IJ + 1 mozemy otrzymadé przez przesuniccie wykresu
funkeji g(z) = £ o wektor [2,0], a nastepnie o wektor [0,1] (lub w odwrotnej
kolejnosci). Mozna tez od razu przesunaé¢ wykres funkeji g o wektor [2,1].

B4 EEED

Prosta @ = 2 jest asymptota pionowa wykresu funkcji f, a prosta y = 1 jest
jego asymptota pozioma.

Wykres funkeji y = f(x — p) + ¢ otrzymujemy przez przesuniecie wykresu
funkeji y = f(x) o wektor [p, gl.
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Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzine, zbiér wartosci oraz réwnania
asymptot jej wykresu.

2

a) f(z)= —5 -3 b) fz)=——5+2 ) f(a)=—5+3

Cwiczenie 5
Podaj wektor, o jaki nalezy przesunac¢ wykres funkcji f. aby otrzymac wykres
funkeji g.

a) flz)=2, gla)=—=—6 ¢) f(x) =5, gla)= -3+ ——
b) fla) =-2, glz)=2- == d) fz) = -5, g(z) =1+ 5=

Cwiczenie 6
O jaki wektor nalezy przesunac¢ wykres funkeji f, aby otrzymaé hiperbole,
ktorej asymptotami sa podane proste?

) (@) =2+2,2=3,y=—8 D) fle)=—505

ajen

1
S r=—=-2,. y=—=

Y 5
Cwiczenie 7

Wykres funkeji f(xr) = 2 przesunieto o wektor [p,q]. Podaj wzér i réwnania
asymptot otrzymanej hiperboli.

Zadania

1. Naszkicuj wykresy funkeji f i g. Podaj wzor funkeji g, jej dziedzine, zbior
wartosci i rownania asymptot, jesli wiadomo, ze wykres funkcji g otrzy-
mujemy przez przesuniecie wykresu funkeji:

a) f(z) = -} o 3 jednostki w dol,  ¢) f(x) = *_lf; 0 2 jednostki w gore,
b) f(z) =2 0 3 jednostki w lewo, d) f(x) = —2% 02 jednostki w prawo.
2. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(z) = -% dla pewnego a.

Wyznacz wzor funkeji f. Oblicz f (11‘%) if(—4).

3.2. Przesuniecie wykresu funkeji fix)=2 o wektor
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3. Przesun wykres funkeji f o wektor . Podaj wzor otrzymanej funkcji. jej
dziedzine, zbior wartoscei i réwnania asymptot jej wykresu.

a) f(z)==, W =[1,4] ¢) fla)=—=, @=[-1,3]
b) f(z) =2, W =[-2,-1] d) f(z)=-2, @ =[2,—4]

4, Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj liczbe punktéw o obu wspélrzednych
calkowitych nalezacych do jej wykresu.

a) flxr)= ﬁ -3 ¢) flz)= _:::—li—‘z -2
b) f(z) = = -1 d) f(z) = =2 +2

5. Wyznacz réwnanie przedstawionej hiperboli na podstawie informacji po-
danych na rysunku.

a) : K*Y c) ¥4

r=—1!

b) Yy : d) Yy
=3 '
1 : i
| X ] o
e . T e P(-3,—-3) /10| 1 X
s T st ) e 19
| | /—-
| |
| T=—-‘|/

6. Wykres funkcji ¢, do ktorego nalezy punkt P, otrzymano przez przesunie-
cie wykresu funkcji f(x) = £ o wektor w. Wyznacz wzér funkeji g.
a) w = [2,-9], P(6,—8) c) w=[3,-2], P(-2,-1)
b) @ = [3,5]. P(3.1) d) @ = [-v2,-6], P(1,-3v?2)

7. Podaj rownania osi symetrii i wspolrzedne srodka symetrii hiperboli o row-
naniu:

_B g g Yu=tt8  d)y=-
ﬂ) @,-““'“;' 6, h)ﬂ"" :r.'~—--l+1‘ (_}y_ r+1 T d) Y -T_'?+8'

8. Wykres funkcji f(x) = £ przesunigto o wektor [p, ¢]. Podaj réwnania osi
syinetrii i wspolrzedne Srodka symetrii otrzymanej hiperboli.
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*3.3. Funkcja homograficzna

Funkcje postaci f(z) = %2, gdzie ¢ # 0, okreslong dla z € R\ {4},

jezeli nie jest ona funkcja stala. nazywamy funkcjg homograficzna.

Podana w definicji posta¢ wzoru funkeji homograficznej nazywamy postacia
ogolng.

Wykresem funkcji homograficznej jest hiperbola — mozemy ja otrzymac przez
przesuniecie o wektor hiperboli y = £, gdzie r jest pewna stala.

Przykiad 1 _ER
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = £=. s i

Dziedzing funkeji f jest zbior R\ {3}. kel t ok

Przeksztalcamy wzor funkeji: Ol ;’_—-3—3!':13:—_ S

-9 _ (@=8)1 _ 4 . = e '

P P — ...ﬂ{m}.:_:f.?. ot Hiratll] I S, 1

Wykres funkeji f otrzymamy przez przesu- i)
1

niecie wykresu funkcji g(xz) = = o wektor
3, 1].

X

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkeji f.

_ 141 r+3
) flz) = ==t b) f(z) = 23

Przyktad 2

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = %

Dziedzing funkeji f jest zbiér R\ {—2}.
Przeksztalcamy wzor funkcji:

r+1 x+42)-1 1 1

r+2 - { ;r.‘—}—:]é.’ :1_:r:+2 :_m+]
Wykres funkeji f otrzymamy przez przesu-
niecie wykresu funkeji g(z) = —% o wektor
[-2,1].

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f.

2) f(z) = E£3 b) f(x) = = o) fa) =5

r—+4
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Postaé¢ f(x) = ;5 t¢ dlaz eR \ {p} i r # 0, nazywamy postacia

kanoniczng funkeji homograficznej.

Przykiad 3

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = 2=

x=1"
Dziedzina funkeji f jest zbior R\ {1}.
Przeksztalcamy wzor funkeji do postaci kano-

nicznej:

32—1 _ 3(a—1)4+2 _

-1 x—1
Wykres funkeji f otrzymamy przez przesunie-
cie wykresu funkeji g(z) = 2 o wektor [1,3].

2
— +9

Cwiczenie 3
Wstaw w miejsce [7] odpowiednia liczbe. Zapisz wyrazenie w postaci kano-

nicznej.
2) Btd _ 3(z+1)+[7] b) —ZJ:‘-E—Q ~ —2(z-3)+[7] ¢) 4z _ 2(20-1)+[?]
LR r+1 o r—3 7o2p—1 2r—1
: x g s s e A ;
Asymptotami wykresu funkeji f(z) = = =7
1Yy =q.
Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj réwnania asymptot.
A =1 vroN . 2&45 : con o —aE—18
=L ) )= ) f(a) = 230
@ Przyktad 4
Wrykaz. ze funkcja f(x) = — JE‘bt rosnaca w przedziale (—oo: —3).
Przeksztalcamy wzor funk{'.p do postaci kanonicznej: f(x) = rﬁ; = E+3 +1.
Niech z;, x5 € (—00;—3) oraz: Funkcja f jest rosngca w przedziale (—o0; —3).
T < Ty jesli dla dowolnych xq, 2 € (—oc; —3),
ot takich ze 1 < a2, zachodzi nieréGwnoseé
Badamy znak réznicy: flx1) < flxe). cayli flzz) — flz1) > 0.
N -4 4 _
.f(-l"'z)—f(-?’l)— (m+t+l) (:‘1*3+1) ra+3 43
Mz 43)44(x243) _  d(za-mx) ~ ()
T {:143)Mx243) T (z143)(z243)

gdyz xs —a1 >0, 2, +3 <0, 254+ 3 < 0.
Zatem f(x,) < f(x2), czyli funkecja f jest rosnaca w przedziale (—oc; —3).
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[b] Cwiczenie 5

Wykaz, ze funkcja f jest monotoniczna w przedziale D.

. oA = e 2.1+5 e AR T
a) f(2) = £2, D = (~2;00) ¢) fla) =22, D= (~o0;-1)
r oy 243 e N £l . —32—=T7 R
b] f('l')""m_47 D"{ “]O14J d} j(tj"' -5 ° D"( 'x':*-")
Zadania
1. Przedstaw wzor funkeji f w postaci kanonicznej. Podaj rownania asymptot
wykresu funkeji f.
2248 446 b2
8) f(z) = 225 ¢) flz) =X ) f(z) = 222
—i2+1{] vr oy . —ax+43 N 4x
b) f('r} d) f(q) T p—4 f) } T 2x+1
2. Naszkicuj wykres funkeji f, podaj jej dziedzine i zbior wartosci.
1—3 203 i oy —4x-11
a) f(z) = b) flx) = 2= Q) flz) = 2=
3. Naszkicuj W}'kres funkeji f. Odczytaj z wykresu, dla jakich argumentéw
funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, a dla jakich ujemne.
_ r—4 N a2
a) f(x) = 22 b) f(z) = 2 o) flz)=-2%
4. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej przedzialy monotonicznosci.
: __ 3xz—-11 ; N —22—b A _ —3r+8
~4x—5 —dz+6 — 8246
hj f('T} - :1'.':-l|-1“:I f( ) T? f} f(l‘) - 2::—1
5. Dla jakiej wartosci parametru m punkt P nalezy do wykresu funkcji f7
Wyznacz rownania asymptot wykresu tej funkcji.
dx+ y . -3
a) flz)= = _”;_._ P(-3,2) b) flz) = ?;H , P(—=4,1)
6. Podaj przyklad takiej funkcji homograficznej f, ktérej dziedzina jest zbior
R\ {p}. a zbiorem wartosci - zbiér R\ {q}.
ﬂ}p:ﬂ.q:l {_‘._} I’_}:]_,_‘(I:{L_I E}p:??q:_:}
b) p=0,¢g=-5 d) p=-7,¢=0 f) p=v2,q=V2
7. Podaj réwnania asymptot wykresu funkeji f.
a) f(z)= -32-:':39 Wykres funkeji homograficznej f(z) = %‘;—E
10241 ma asymptote pionowa x = —f 1 asymptote
b) f(z) = To—d pozioma y = =.

3.3, Funkcja homograficzna

120 I



8. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wyznacz wszystkie punkty o obu wspolrzednych calkowitych nalezace
Tae—4
do wykresu funkeji f(z) =

=1~

f(.’lr) — ?‘t{l = 7{;;.*—32—;—?—4 = ::j] + 7. gdzie M H 7": 1
Poniewaz T jest liczba calkowita, f(x) € Z & T:— € 4. Zatem z — 1
musi by¢ dzielnikiem calkowitym liczby 3. Oznacza to, ze:

x—1¢€{-3,-1,1,3}, czyli € {-2,0,2,4}
Istnieja cztery punkty o obu wspdlrzednych catkowitych nalezace do
wykresu funkeji f. Sa to punkty: (—2,6), (0,4), (2,10), (4,8).

Wyznacz wszystkie punkty o obu wspétrzednych catkowitych nalezace do
wykresu funkeji f.

a) fla)=2= b) f(z) = =7~ ¢) fla) =21

9. Okresl wartosci ¢, dla ktorych funkeja f jest odpowiednio: funkcja homo-
graficzna, liniowa (ale nie stala), stala.

a) f(z) = 28 b) f(z) = 222 ¢) flz)=

T—C

cT—9

10. Czy funkcja f jest funkcja homograficzna? Naszkicuj wykres funkeji f
(zwrddé uwage na jej dziedzine).

8) f(z) =22 b) () = T2 ¢) flx) = 22

FT +2 2x

11. Przeczytaj podana w ramce informacje.

Funkcje homograficzna mozna przedstawic¢ w postaci kanonicznej, wy-
konujac dzielenie, np.:

fE)= 2o =g+

bo (3z —10) : (z — 4) = 3 reszta 2.

Wykonaj dzielenie i przedstaw funkcje f w postaci f(z) = - + ===,
oy Az+9 o N 2x—b L
a) f(z) = 28 b) f(z) = 222 ¢) f(z) = 2L

12. a) Suma dwach liczb x 1 y jest réwna ich iloczynowi. Podaj wzor funkceji
opisujacej zaleznos¢ y od x i naszkicuj jej wykres.
b) Pole prostokata o bokach dlugosci x, y jest rowne 2(x + y). Podaj wzor
funkeji opisujacej zaleznosé dlugosci y od x. Okresl dziedzine tej funkeji
1 naszkicuj jej wykres.
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Hiperbola

2 =1,

gdzie a.b > 0. Jesli a = b, to asymptoty hiperboli sa do siebie pmatnpadle.

. . . N - ’ . oA
Rozpatruje si¢ tez hiperbole okreslone réwnaniami %5 — 47 = 1 lub %

a taka hiperbole nazywamy réwnoosiowa (rysunek po lewej).

Hiperbola y2 — £~ = 1

W tabeli przedstawiono dane dotyczace punktow przeciecia hiperboli z osiami
ukladu wspolrzednych oraz jej asyiptot.

- - - . J_z -LE —
Réwnanie hiperboli Z -6 =1

Punkty przeciecia z osia OX (a,0) i (—a,0)
Punkty przeciecia z osia OY brak

Rownania asymptot y=2-ziy=-2.x

42

Na rysunku obok przedstawiono hiperbole 2% — 5"4—3 =1
(kolor czerwony) oraz hiperbole 14L" — 2% =1 (kolor nie-
bieski).

Maja one wspolne asymptoty: y = =2z 1 y = 2.

Pt 2 o

Hiperbole % — %2- =13 %3 — % = 1 nazywamy hiper-
bolami sprzezonymi.

1. Wyznacz punkty przecigcia hiperboli z osiami ukla-
du wspolrzednych oraz réwnania jej asymptot.
Naszkicuj te hiperbole. Podaj réwnanie hiperboli

sprzezonej.
2 _ ¥ Y B2k
8) So—i— 1 c) - T =1
=z w2 2
T _ ¥ — o g2
by H—%L=1 d) L—-z*=1
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*3.4. Przeksztatcenia wykresu funkcji

Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkeji y = |1|, gdzie z € R\ {0}.

OO LA ) a1 _‘ . |1
Szkicujemy najpierw wykres funkeji y = <, a nastepnie y = ]TI

"

Wykres funkeji y = |f(x)|
otrzymujemy przez odbi-
cie symetryczne wzgledem
osi OX tej czesci wykresu
funkcji f, ktora znajduje
sie pod osig OX. Pozo-
stalej czesei wykresu nie
Zmieniamy.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykresy funkceji: f, g i h. Okresl ich dziedziny i zbiory wartosci.

a) f(i’) - % _(j[:jrf) = %, filz) = & -1 Zauwaz, 7e = = -‘:-
| N 1@ = E .,
b) f(x) = =k glz) = Ll hix) = T +3
Przykiad 2
Naszkicuj wykres funkcji y = H — 1|. Podaj liczbe rozwiazan réwnania
H — 1| = m w zaleznosci od parametru m.
Y

Y

Na rysunkach przedstawiono kolejne etapy powstawania wykresu funkeji y = I% — l|.
Z wykresu funkcji y = H - 1| odezytujemy, ze rownanie H - 1| = m:

e nie ma rozwigzan dla m € (—oc;0),

» ma jedno rozwiagzanie dla m € {0, 1},

» ma dwa rozwiazania dla m € (0;1) U (1: 00).
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Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkeji f i podaj liczbe rozwiazan réwnania f(x) = m w za-

leznosci od parametru m.

a) f(z)=|%+2

b) f@)=|-2+2 o f@)=-

l_gl
£

Przykiad 3

a) Naszkicuj wykres funkcji y = —5 ledzine i zbior wartosci.

RIENN

|
|
|
|
I
|
1
I
I
|

Zauwaz, 7e kareq funkcji y = o7 otrzymujemy puez przesuniecie wykresu
funkeji y = I-_ o wektor [1,0]. D?l(‘(llelE:l_ funkeji y = i jest zbior R\ {1},
a zbiorem wartosci jest przedzial (D 00).

b) Naszkicuj wykres fl.ll’llx.L]l y = —. Podaj jej dziedzing i zbiér wartosci.

AR TR [RN 1 Ft RT < TS L “-r}rkl'ﬁﬂ f]]nk('-ji W= f“:”

ofrzymujemy w nastepu-
jacy sposob: szkicujemy
czes¢ wykresu funkeji f
dla x = 0 (gdzie x € Dy).
a nastepnie te czesé odbi-
jamy symetrycznie wzgle-
dem osi OY'.

e st e N [ W I O

Dziedzing funkeji y = —5 jest zbiér R\ {—1,1}, a jej zbiorem wartodci zbiér
(—o0:—1) U (0;00).

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej dziedzine 1 zbior wartosci.

a) f(z) = —— b) fl@)=-—=5+2 ) f(a)=

|z+2] 3

|T-| 2|

Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj ipj d!iEd?illQ i zbiér wartosci.

2) f(2) = i b) f(x) ;12 9 fle)=p5 -1

Jw|+2

[1»|
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Przykiad 4
Naszkicuj wykres funkcji y = ||_i| - 1]‘

Y M i i

Na rysunkach przedstawiono kolejne etapy powstawania wykresu funkeji y = ‘% - 1‘.

Cwiczenie 5
Naszkicuj wykres funkcji f.

) f(:ﬂ:ﬁ—al‘ b) f(g;}=|ﬂ_;-2

Przyktad 5

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji f(z) = |-
funkeji y = g(m) opisujacej liczbe roz-
wigzan rownania f(x) = m w zalezno-
$ci od parametru m. Naszkicu] wykres
funkcji g.

2| . Napisz wzor

Z wykresu funkeji f odezytujemy, ze réwnanie f(x) = m:
e nie ma rozwigzan dla m € (—20;0),
» ma dwa rozwiazania dla m € {0} U (2; 00),
» ma cztery rozwiazania dla m € (0;2).
Zapisujemy wzor funkcji g:
0 dlam e (—o0:0)
4 dlam € (0;2) I REL 528 LE BY AR

Wykres funkeji y = g(m)

Cwiczenie 6
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = ‘

2

e 1|. Napisz wzor funkcji y = g(m)

opisujacej liczbe rozwiazan réwnania f(x) = m w zaleznosci od parametru m.

Naszkicuj wykres funkeji g.
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Zadania

Podaj dziedzine i naszkicuj wykres funkeji f. Okresl jej zbior wartosci.
1 2 1
2) f@=|2+1 o f@=|-2+3 ¢ fl@)=2-3

b) f(d:)z‘%—f-i‘ d) f{a:):—‘%H‘ ) f(z)=2+2

Naq?kicuj Wj,rkres funkeji f. Podaj jej przedzialy monotonicznosci.

8) fle) =g =4 O fl@) =55 ) f(2) = o +3
mﬂﬂ:;; d) f(z) = |==| f) f(2) = g +1
Wykres funkcji f(z) = ﬁ (rysunek obok) Y

przesunieto i otrzymano wykres funkcji g.
ktorego asymptotami sa: prosta pionowa
r = —2 1 prosta pozioma y = —3.

a) Podaj wzor funkeji g. Okresl jej dzie-
dzine i zbiér wartosci.

b) Naszkicuj wykresy funkeji h(x) = |g(x)]
oraz k(x) = g(|z|).

|
l

|
:_.

Naszkicuj wykres funkeji f. Dla jakich wartosci parametru m rownanie

flx) = m ma dwa rozwiazania?
B

2) flo) = = b) f(x) =

c) f(x)=

ITH~2 |1|—

Naszkicuj wykres funkeji f. Napisz wzor funkeji y = g(m) opisujacej liczbe
rozwiagzan réownania f(x) = m w zaleznosci od parametru m. Naszkicu]
wykres funkcji g.

) f@)=|5-2  wi@=|2-1-2 o s@=| -2
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji: i B b li" |
P = —|2 _ ' i =
s =5 -1+ o

Podaj liczbe rozwiazan réwnania f(x) = |m|
w zaleznosci od parametru m.

Podaj liczbe rozwiazan réwnania f(x) = m?

w zaleznosci od parametru m.

a) f(z) = b) fla) = g +3 O fl@)= ||

| +3 3—||
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Hiperbola i hiperboloida

Ogolna definicja mowi, ze hiperbola to zbior tych
wszystkich punktow P na ptaszczyznie, dla ktorych
wartos¢ bezwzgledna roznicy odlegtosci od dwoch
konkretnych punktow F; i F;, zwanych ogniskami,
jest stata:

|r; = r,] = const.

Obrot hiperboli

Hiperboloida to powierzchnia zakreslona w wyniku obrotu hiperboli wokoét jej osi symetrii
w przestrzeni trojwymiarowej.

Po obréceniu pokazanej wyzej hiperboli Po obréceniu tej hiperboli wokot osi OX
wokdt osi OY powstanie hiperboloida otrzymujemy hiperboloide dwupowiokowa.
jednopowiokowa.
S
Y Yy

Chiodnie kominowe

Chtodnie kominowe maja najczesciej ksztalt

hiperboloidy jednopowtokowej. Pozwala to na

oszczedne zuzycie materiatow konstrukcyjnych. - ‘
Mimo znacznych rozmiaréw (wysokos¢ chiodni
przekracza zwykle 120 m, a srednica podstawy
chtodni — 90 m) grubos¢ zelbetowego plaszcza
w najcienszych miejscach wynosi zaledwie
12-18 cm. Taki ksztatt chtodni zwigksza
rowniez ich odpornosé na zginanie.
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3.5. Mnozenie i dzielenie
wyrazen wymiernych

Wyrazenie wymierne to wyrazenie arytmetyczne utworzone z liczb wymier-
nych i zmiennych, w ktérym moga wystepowac tylko dzialania dodawania,
6z+4 7 z%+3 x r?—4

2 ' 3! p—47 x2-17 z241°
Dziedzinag wyrazenia wymiernego jest zbior tych wszystkich argumentow, dla

odejmowania, mnozenia i dzielenia, np.:

ktorych wyrazenie ma sens liczbowy. Nalezy zatem pamietac¢, ze miejsca ze-
rowe mianownika nie naleza do dziedziny.

Przykiad 1

Podaj dziedzine wyrazenia %

Ba* — T = Bu(g — —} =0dlax=0oraz dla x = % wiec dziedzina wyrazenia

jest zbior D = R\ {ﬂ i1

Cwiczenie 1

Podaj dziedzine wyrazenia. Oblicz jego wartos¢ dla @ = —1.

a) 37 —|—22:1:"5+3? } 19214823 -6 l’.‘J Jﬁﬂ,‘—g g) H;:-.‘F"'-I—ﬁ:i:"!j—:l

-9 x2—3x x2+5x+6 zT+2Tz*

h) ﬁwg—ll—-'}:r:—? (’l) 61'52':5:;:—%1 f} :l:i:ii+2;xr+ll 1 ) Euri— 10:x

47225 2r<+-br 202 -Tr+6 a3 —5x2 44320

Aby uprosci¢ wyrazenie wymierne, rozkladamy wielomiany w liczniku i mia-
nowniku na czynniki. Nalezy jednak pamietac, ze dziedzing wyrazenia uprosz-
czonego jest dziedzina wyrazenia przed uproszcezeniem.

Przykiad 2
p3_0q.2

Podaj dziedzing wyrazenia “~—=;-, a nastepnie je uprosc.

Dziedzing wyrazenia jest zbiér D = R\ {-2,2}.

w3222 22 (227! o=
22-4  (242) (2]  x+2

Cwiczenie 2

Podaj dziedzine wyrazenia, a nastepnie je uprosc.

H 2 ey i | s
r=—9 2x<+410x a=—1 =3

: c) ———— e) —— ) —

d) 3—x } —-25 ) al—g3 g) r2—6x+9

3t —6x 2344z 4—z2 r?4+4x+4
]}) I I [1) H 2"‘ L [-) . I }1} xr + J_'[.‘
r—32 re44 =2 — 16

3.5. Mnozenie i dzielenie wyrazeri wymiernych



Przykiad 3
T e Sanie Azl z—3
Wykonaj mnozenie 25— - 2=
Zakladamy. ze 2 —9# 01 2r —1# 0, zatem 2 € R\ {-3. 2,3}

dr2-1  2-3 _'Qe=1T2x+1)(a-3y! 2241
-9 2z-1 | (x-8J(a+3)(2z2—1)1 =43

Cwiczenie 3
Wykonaj mnozenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.

a} dr—12 ) 2r+44d (_} —22 45z ) 4z2-1 ) (z—2)2 _ 24z
a+2 2x—8 : 2r+1 T4 2?4 4ae+4 2?4
a Y - - 0 " i . il ;
h} 3—x 2.:4—{:- (1] J'., 9 0.52+1 f) 3x°-x" x +2“’TH
x re—9 rs—4 O9—3@ 2x—-6 ad—x?
Przyktad 4
T i dzielenie —2- - —10
Wykonaj dzielenie — s
Zakladamy, ze x +4 # 01 3z + 12 # 0, zatem x € R\ {—4}.
2 . 10 _ "%l 34yl 3

:I!+'~1'3;I:+12_;:a-|-ff| .- 5

)

Cwiczenie 4
Wykonaj dzielenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

) 6 . 3 ) -6 . 9 ) T =38
-2 ' 4x-8 Y 3-2r ' 42-6 5x+35 * x+7
b } . 10 (‘l) 16 . 12 ) 25 15
2r+1 " Bx+3 32+1 ~ 9x+3 6x+9 ~ 4x+6
Przyktad 5
Wykonaj dzielenie 2528 ; £2 6. c_ag
vkonaj dzielenie £5=F : 5= ==
Zakladamy, ze 22 —1#0, 2 +2#0i2? —2 #0, j];f; £ 0, e #0,
J

zatem ¢ € R\ {-2,-1,0,1}.

x24+2x  T+2 242z z?-z :1:]'(1"!-»2,[1 alz—1] 1_ z®
e z2-1  z4+2 (e-T)(z4+1) ETH2, a+l

Cwiczenie 5
Wrykonaj dzielenie.

Vo —6 3 Do 6.2 .:3_1 2 41
d) a :J : ('-} 2.:. = T 'Ej) a . - -:H-
v 4 x<—9 r-—06x49 a—1 <41
b) -4 a42 ) 125-a* | x-5 f) r+4d | 2 44z
z+1 T 22-1 2 42x+1 " x+1 r2—-32+9 ~ 23427
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Zadania

Czy liczba 2 nalezy do dziedziny wyrazenia?

) 11a% 523 b) 1723 —132+2 o) 9a!—223+112—6
2 4+4a+4 x2-51x+6 ; -1 -10x+4

Ktore sposrod liczb: —3, =2, =1, 0, 1. 2, 3 nie naleza do dziedziny wyra-

zenia?

16224245 b) 24 6x+9 ) x°—3zi4z d) 201162349
i xt—d423 +4a? x2—x—6 T

a)

Podaj dziedzine wyrazenia, a nastepnie je uprosé¢. Oblicz wartosé tego

wyrazenia dla x = —1, jesli liczba —1 nalezy do jego dziedziny.
67l 2 4_q,.3 oy
-7 -1 —3 —x
H-) T : i :} r . (:‘) 3'4 .rl g) . a —|:-.1 -
2 (z+1)2 al—0x2 ri-2x34x
4 4.3 5.2 -7 4_ 2
h) 2" +4x°4-2x d) z“—-4 ) b | h) 2x +123¢+.13
xd4x2 xi—dx+4 422241 x2+5x+6
Podaj dziedzine wyrazenia. Oblicz jego wartosci dla @ = —11 2 = —2.
) 21x2—6x—10 h) 2 —3x+3 {_} 4?48z d) dad+da?4x
‘ x2+3x EE r2-1 _-.[[ a3 — 51 2a2—Tx—4

Zapisz dziedzine wyrazenia jako sume przedzialow. Oblicz wartosci wyra-
zeniadla: z =-3,z=1ixz=3.

) 242z b) x2421 ) x+0.5 d) 3z2—6x
x2-4 x2-3 7 4x2-1 4x2-9
Podaj dziedzinge wyrazenia. Oblicz wartos¢ wyrazenia dla x = —2.
4x+2 R e
———eeee. p - - P e ———
a) T2—x-2 ) z3 4812416 ) T3—8
o 4 Ot 4 :2 7 1 4 _.
S 2 d) g o g . S
dx=—1 Te—1—2 pé=2qpc-fx
Dane sa wyrazenia A 1 B. Wyznacz dziedzine wyrazen A, B oraz A - B,

2 2
. @x*=2 _ x*+dx : _ 6x-5H . 5r—6
H-) A= -9z’ b= 242 {') A= rd—dq’ O opd4x? 44
| 9z —ax 5z —2x+4 3x%—2x+5
b) A= r2-4"' B = da—r3 d) A= 3222 427 T 2432

Wykonaj mnozenie.

f]) -2 3z d) o 34?2 ) 42216 ) 2

¢ 2 2r—4 x+1 i1 8 G—3x o
-1 r+1,5 A | 2o-1 a2 —d4a+4 x2-1

(_) x? 3x-9 f) | : at—gz? i) 2 +62+9 3 T =27

’ w3+4+3z2 2242z z?+3z24+9 z22-9

3—x xl
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9. Wykonaj mnozenie.

) 22 462+9 y o3 =22 ) z2-16 : 1-z2 (_} 34322 +32+1 : x+2
2r2-8  x243x x+1 w44 : x?+422+1 x?—1
10. Wykonaj dzielenie.
3x—-3 a-1 102+2  5a+1 23 2x
P — : — e
&) e ) =2 z ) 272 ' T2
2z d— —4x — . T 2
h) :t.—!:il : d—u d) 6 43"‘ :2.1 3 f) .4—1:1 :rl 1
-3 x+2 (1-z)2 ° z-1 (z+2)2 ~ z2-4
11. Upros¢ wyrazenie.
x? 42241 z?4+8x+16 4x2-1
a) 571—3 I_,'I} G:E—g (') .B'z“t""i:..l-"f"i
x+1 x3— 16 / 4z2-dz41
z2-9 6x—4x2 z2—-4
12. Wyznacz dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres.
-2 3x—6 x%—zx
= T i == ? — x—1
D i@ =% of@=2F o f@)=3
£ H H 4
G 4.z 2o—8
Y o x=1 o e, OO o " v -
b) flz) == d) flz) == £} flz)= 5
z—1 T+2 x*
s " A 1+_ I A B —_— E.
13. Pole prostokata wyraza si¢ wzorem I’ = ——, , - =
a dlugosé jednego z jego bokéw jest rowna '
ﬁi* gdzie x > 2. Wyznacz dlugosé drugiego 51 1 7
boku tego prostokata. el et /)
o ) ; i ) 2L, +2 346
14. Dany jest prostokat o bokach a, b oraz po- 7y = p T
lu P. Przerysuj do zeszytu tabele przedsta- :

" . a - . .. " . - L‘ F, I 3 H
wmn‘a D.l}(}kl ja uzupelnij. Podaj odpowiednie -4 2/ ﬁ
zalozenia.

15. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

A_g2,2

4

2+y? =
Z_y.E _»‘._:-i_y

Zakladamy, ze v # y i © # —y.

Uproéé¢ wyrazenie
=

; : 7 i . ; o | ’
z24y? zi-2?y? %4y’ 2 (272 e
s T c?-y? @2 eE-g%); 22—y

Uprosé wyrazenie.

a) (x4y)? (x—y) ) o ay? b) 3x+y Ba? 4daxy ¢) Gr+3y 4x® -2z y+y>

xc?+2zy+y?  at-yd 2e+y  9xi—y? 8x34y3 eyt
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3.6. Dodawanie i odejmowanie
wyrazen wymiernych

Reguly dodawania wyrazen wymiernych sa analogiczne do regul dodawania
ulamkow. Szczegdlna uwage nalezy zwrocic na dziedziny dodawanych wyrazen.

Przykiad 1

A+ o P . 1) 2 P F i e d
Wykonaj dodawanie —5 + <. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

Dziedzing wyrazenia jest zbiér R\ {—31,0}.

—4 2 —4a 2(2z+1) Wspolnym mianownikiem
2x+41 r  (2z+1)x (2z+1)x obu utamkdw jest (2z + 1)z,
_ —dr4+4x4+2 2
(24D (2z+z

Przykiad 2
i ‘ . ik i l—x ; . . T —
Wykonaj odejmowanie — — 5. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.

Dziedzing wyrazenia jest zbior R\ {—3,3}.
1 - 1 1-x

2—3 22-9 a3 (2-3)(x+3)

, Wspolnyvm mianownikiem
r+43 I—x

f— — III : \_,r : .1{}
(x=3)(x+3) (x—3)(z+3) i utamkow jest

{4+ 3z — 3).

_ x+3—(l-z)  2z4+2
T (x-3)(x4+3) 229

Cwiczenie 1
Wykonaj dodawanie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

2 | T+3 r—4 2 2
a) — c) — e . .
) r—3 T z+3 ) r+4 r—1 ) x2+4a ri—x
r—5 T b o r—2 ; 1 1
]} | 3] o) o :
) & + 2 d) r2-9 43 i) r2-1 242241

Cwiczenie 2
Wykona) odejmowanie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

2 2 & =1 a 5 r+4
) T x+3 c) r+4 x4+l €) z2-16 z-4 *1
6 ) —d 2a " 3. r+2
b — d — f -—— -2
J r—2 3 ) r—4 x+2 ) z+1 x

Cwiczenie 3
Czy funkcja f jest funkecja homograficzna?

. _ Tx4T 3r+5 - 2r T e T B 3 A
a) f(z)= 5e1d | Zxtd  miB b) H&)= s e e

3.6. Dodawanie | odejmowanie wyrazen wymiernych
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Przykiad 3

Wykonaj odejmowanie

1 2
T+ re—4"

Dziedzing wyrazenia jest zbiér R\ {—2,0,2}.

1 9 1 " Wspolnym mianownikiem
s ai—d = Z(@+2) == Z12)(2—2) = obu ulau.l!mw Jest
a(x + 23 (e —2).
- =2 B 2 o
T oa(z42)(a-2) z(x+2)(x-2)
_ x-2-2z _  —(zmyl! 1
T z(z+2)(z-2) :.-I:M{;r—ﬂ T oa(z-2)
Cwiczenie 4
Wykonaj dzialania.
E’L} 3—x - 34x } 41 - r+1 x—1
Tox?de x?-dx x2—-25  x2-bx  xz?45x
l)) o+3 _ x=3 E‘) 2r—4 _ z+2 o |
2—2x+1 e | 222141 & a—1
2 4 2z—1 6x—1 3-2x 1
¢) = — f . —
) T r—3 T r<—3x ) 4x2-1 22 —x 2r+1
Zadania

1. Wykonaj dzialania.

ﬂ.) 3 + 4 (‘} 3x—6 6x—1 E) I 2-3zx
42 -3 : r—1 2x+4-2 Y45 Jr—=1
2 3 3ae—1 a—T 2x4+1 3—2x
Y e e ¢ = =
}) T—d z—1 1) T 2x—4 f) 6—x r+6

2. Wykonaj dzialania.

'ﬂ.} x—06 2r—06 (.} 3 1-3x2 f-‘) r+2 _ 43

x—1 x2—1 7 x—1 x2—2x+1 : a2 x2—4x
4z 4 \ 2—x 24344 z—1 x+1
x=—4 24 r+2 r*+4dr+4 re4x T*—=T

3. Wykonaj dzialania.

3 r+1 244 2 2—x 6
ﬂ) x—2 ¥ 42 r2—4 ] 4x2-9 = 26-3 3—-2x
J 4 _ 1—:[.' + ﬂ'.'—]. 1) 2:}.'2—? . 2_3:!'2 .
R 2x r+6 922 —6r+1 3z-1
4. Upros¢ wyrazenie. Oblicz jego wartosé dla x = —3.
2 Ry i — 33— o S
-1J x<+r—3 ‘_:x.+2‘_1 b) 3x—-3 x4l 5—u

a2 —6x+9 22—6 216 44— 2248
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5. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

e (1 Ly i L ] L L
Wyznacz R, ze wzoru ¢ = -+ #-. m
= Cop T o B
B, Rz
I =1 _ 3
R_i - K, fa HE
= - E%Li R. jest oporem zastepczym
ki Re-Ha uktadu dwéch opordw Ry 1 Ra
ate R o polaczonych réwnolegle.
Zatem R, = i I h legl
2= e
Lr b 1 i iy Lr = FE id _I. _— _1._ L
Wyznacz Ry oraz R, ze wzoru R =r T
6. Wyznacz ze wzorn wskazana zmienna.

a) P=war?+nrl, I e) F=mg—mw?R, R

b) P=4t.h, b f) F=mg—mw?R, m

‘ e s A\ W = Im(i— LY}

¢) V=zmrh, h g) W= Gﬂfm(r H)._ m

= ey = ; S :
d) V= 3ar°, r h) W=GMm(:—5), 7

Podstawa prostopadloscianu jest prostokat o bokach a 1 b. Wysokos¢ tego
prostopadloscianu jest rowna h, jego pole powierzchni calkowitej wynosi P,

a objetos¢ — V. Uzasadnij, ze:
F I 1 1
F=2(+5+%)

Czy wiesz, ze...

" T - H .
Jedli @ oznacza odlegloéé przedmiotu AB | e |
od srodka soczewki, y — odlegloéé od B, - l* :
srodka soczewki do obrazu A'B’ tego A
przedmiotu, a f — ogniskowa soczewki, A F,
1 U TR 5
Ty T T

8. Chcemy sfotografowa¢ ropuche odda-
lona o 60 em od soczewki aparatu,
ktorej ogniskowa jest rowna 90 mm.
Jak daleko musi by¢ odsunieta so-
czewka obiektywu od powierzchni ma-
trycy swiatloczulej, jesli chcemy otrzy-
mac ostre zdjecie?

3.6. Dodawanie | odejmowanie wyrazen wymiernych
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3.7. Réwnania wymierne

Przyktad 1
Rozwiaz rownanie e 0
il i 21 = .
Zakladamy, ze 2 — 4 # 0, czyli x € R\ {-2,2}.
72— 9p = () & .T{.‘I‘ —2)=0« {T =0lub z = 2) Przyrownujemy do zera

licznik wyrazenia.
Odrzucamy & = 2 jako sprzeczne z zalozeniem,

zatem jedynym rozwigzaniem rownania jest liczba 0.
Rozwiazywanie réwnania wymiernego :{{:,}} = () sklada sie z etapow:
» wyznaczenie miejsc zerowych wielomianu w i przyjecie zalozen,
= wyznaczenie miejsc zerowych wielomianu .
= uwzglednienie zalozen i sformulowanie odpowiedzi.

Cwiczenie 1
Rozwiaz rownanie.

a) z{z—3) __ 0 ) . 0 e) a?-16
Y x(z+2) 4 z(x—6) 7 22248z
l_)) (E‘J"‘}?){I‘*d] = (U (x+2)(x+3) =) f) 242241 —0
(x—3)(224-1) r2-9 -1
Cwiczenie 2
Rozwiaz rownanie.
2x2 4523 22223
= = 3] —— =
) dx?—dx+1 ) L) x2—x—6 0
92 +12x+4 x?—51+4
b) ————— = d) ——— =10
) 3r?—x—2 0 ) x?+a—2
Przyktad 2
e gliiie Qpdd
Rozwiaz réwnanie 55 = 3.

Zakladamy, ze 2x — 1 # 0, czyli  # 3.

i‘:ﬁf =3/-(22-1)
dx+2=06x—3
—z =5 /: (~4)
T = % Hiperbola y = 22 i prosta y = 3

. a3 1% 1 —
przecinaja sig dla @ = 3.

Liczba

e len

spelnia zalozenie, wiec jest rozwiazaniem réwnania.
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Cwiczenie 3
Rozwiaz réwnanie.

GBI poo 9o 0 Eoe

Cwiczenie 4
Rozwiaz rownanie.

2:1:34—1 G 248 —3:!:2+2:r: :
a — =3 b) — = —1] ¢) = =2 d) ———— = —
) o ) 249 ) x2—4 ) 244 »
Przykiad 3
Rozwiaz rownanie % =z + 3.

Zakladamy, ze @ # —1.
T_:rl? =r+3/-(x+1)
dr+T7=(2+3)(z+1)

de+T=a*+4x+3
z? =4
z=—-2lubz=2

Liczby —2 1 2 spelniaja zalozenie. wiec sa Hiperbola 3 = &7

i prostay =ax+ 3

. . o . z+1
rozwiazaniami rownarnia. przecinaja sie dla r = —2 oraz ¢ = 2.
Cwiczenie 5
Rozwiaz réwnanie.
1 6 - 2x+4 2—-3x
a) ——=xr+2 ¢) —=x+95 o =¢—=1 — 27+ 1
} x + } T + ) 2r—1 E’} r+2 +
9 3 3x+3 . & 1
] i —_— =T — Y = -7
)) G—x k d) r+2 - f) r4+2 3 ? h) 243 3t +2
Przykiad 4
Rozwiaz rownanie —5 = —=5.

Zakladamy, ze t +1#0ix—2#0, czyliz € R\ {—1,2}.
I B R e
4+l x-2 [-(z+ 1){=z-2)
20r—2)=3(=z+1)
2r—4=3x+3
=7

Liczba —7 spelnia zalozenia, wiec jest rozwiazaniem rownania.
Cwiczenie 6
Rozwiaz réwnanie.
T 3 —2 1 s x x—3 r—2
a) = b) c) — = L] d) =

o]

:J'.‘-+1 ..I'+5 T— T
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Zadania

1. Rozwiaz réwnanie.

4 3 ; x x4+
EL} x 24> L) a—1 - T
2 1 x—3 x+3
bh) — — — = =
)) T+2 r—3 0 d‘} a—2 T+2
2. Znajdz pierwiastki calkowite rownania.
r -5 2—2z
d}-_———m_t_z L.)¢+l—m_l
bhx+3 1 41
II i QLT BT PO i
)) 4 2x d) ] T T+3
3. Rozwiaz rownanie.
2 -3 1 )
a = — ¢c) —+— =1
) 5z+10  x2-4 ) —x i z—
2x45 1 2z VAl
b) =— = d —1=
) r2—1 x+1 ) 2x+3 20—3

x  2a+1
x+1 2
f) 2r-1 - ; =0
Grr—4 "
) 2-3x —2w
f) 6z +1=2
6 _ 2
L) ; o x-—1
2a41 3
f) x2-9 a r—3 0

4. Kiore z podanych réwnan nie maja rozwiazania, a ktore maja nieskoncze-

nie wiele rozwiazan?

| s 11

r—1

Br—2
" 3x-1

="'2

5. Podaj liczbe rozwiazan réwnania.

Rozwiaz rownanie.
2) v(e—5)(x+%)
(3z+1)(x+2)

r(x+2)(x—4) _
b) e

0

) 2 (x-3)(z+2) _ 0
w(x+2)(4—x)

7. Rozwiaz rownanie.
1 1

— 2
1-z2 + 14z

) 3—x L%

a)

422 +dx+1  2a+1
) 2z _
ES. - |

2e+1
d) r24+-6x+9

1-z
r24+2x+1
xz—1
9—g2
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=0

)
d)

=1

1—-4x
1
1 Br-2
Gr—4
2-3x —2
=1  z+1
x+2  3z+1

(2x+41)(x+3) i)

=05

Sae+9 .
IV. —— =1,
Y 10x+4-30 }3
} 3—x _ 2z—6
20—1  2—4x
Ja G6x—3
 J =
) L xz—1 -1

) 234322 +2x

x(dx2-1) oy Y P 0
Shm =0 W ST <o
Peg o sl

E) :l:—2|-4 t+ fnil 121_415

f) =+ 5=+ =0
y #+5 |, 3 36

g} T"-{—rj F T 2—dr

h) :L-II-Z N Eil 2324-4



8. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wyznacz wspolrzedne punktow wspélnych wykresu funkeji y = = “_‘é

i prostej y = x — 3.

Zakladamy, ze ¥ — 2 # 0, czyli # € R\ {2} i rozwiazujemy réwnanie:

z+1l _
;:E =1 3
r+1=(r—-2)(x—3) I O
r+1=22—5x+6 et
-r:"” —6x+5=0 O
= ( ) —4.5=16 __ _3_1__ __1I_
, — N S
o =%2=1, z,= % =9 IOND L
Obliczamy d1 ugie wspolrzedne punktow i '
wspolnych:
Yy =1—3==2, ypo=08—-3=2

Zatem punktami wspdélnymi hiperboli i prostej sa (1,—2) i (5,2).

Wyznacz wspdlrzedne punktow wspolnych hiperboli y = “""""

a) y=x+1, b) y =2x + 2, cjyzi;r:+§.

i prostej:

9. Osie ukladu wspolrzednych sa osiami symetrii Y
kwadratu ABC'D (rysunek obok). Wierzcholki A D C
i C' naleza do hiperboli y = £. Podaj wspdlrzedne
wierzcholkow kwadratu i oblicz jego pole dla: 0 X
a) a = 4, b) a=23. A B

10. Rozwiaz graficznie i algebraicznie uklad réwnan.

! 3 — =4

e Y= ==

a) ¥= 3 b) z—2
11. Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk-
cji f(z) = 21 g(x) = —a® + 22 + 1. Wyznacz

wspolrzedne punktow przeciecia tych wykresow.

12. Rozwiaz algebraicznie i graficznie uklad réwnan.

g i bt Tiom
y=a"+2 y=lal
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*3.8. Nierdwnosci wymierne

Przyktad 1
Rozwiaz nieréwnodé £ < —1.

Zakladamy, ze = # 0.

3
- —]
i H
3
-+1<0
I
34
= <0 Haraz dwoch liczb _ gL 5 i
3 0 ma taki sam znak Rozwiazanie nieréwnosci 2 < —1 moz-
(B+z)r < jak ich iloczyn. na rowniez odezytaé z wykresu.
Szkicujemy odpowiednia parabole i, uwzgledniajac zalo- .9 e+
zenie, odezytujemy rozwiazanie nieréwnosci: x € (—3:0). KA X

Uwaga. Nierdwnosc¢ —f, < —1 mozna réwniez rozwigzaé, mnozac obie strony przez kwa-

drat mianownika (kwadrat wyrazenia roznego od zera jest zawsze dodatni). Otrzy-
mujemy wtedy nieréwnoéé 3x < —x”.

Cwiczenie 1

Rozwiaz nierownosc. . )
) 4 \ Dla dowolnych liczb rzeczywistych a # 0,
a) == 2 c) = > 2 b # 0 znak ilorazu § jest taki sam jak
9 3 znak iloczynu a - b.
b) =< -1 d) —— <2
X dz
Y] E
Przykiad 2 L . !
AR g se Bx—5 3
Rozwiaz nierownos¢ =— < 3. } .
Zakladamy, ze = # 3. i
25 m—— e T
e s s T N
o8- 30). i o BB EEEENE
r—3 lNoraz dwaceh liczb e ST S [ e oot ' i R
F : ¥<s3 |
_:E+4 1118 1“L| SAIN '.’.”HI."L TSNP PSRRI PISDIOTS) SRR PO (o .l.......E.......:.... i )
g 0 . H : 1 = H
r—3 jak ich iloczyn. i :, e
—(x—4)(x—-3)<0 ;" - (=1) | = sy
Rozwiazanie nieréwnosci 2;—.; = 3 moz-
(x—4)(z—3)20 na réwniez odezytaé z wykresu,
Szkicujemy odpowiednia parabole i, uwzgledniajac zalozenie, 4\ /L
= L\ L] - # # - -1 L1
odezytujemy rozwiazanie nierownosci: X 3\/4 ®
T € (—o0;3) U (4;00)
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Cwiczenie 2
Odczytaj z wykresu funkcji f zbiory rozwiazan nieréwnosci f(x) > 2 oraz
flx) = —2. Sprawdz odpowiedzi, rozwiazujac odpowiednie nierownosci.

Cwiczenie 3
Rozwiaz nierownosc.

3 2 : 1—a 243 =
—_— 2 ) — ) —— £ — r :
H‘);n— =1 c) __1_{:.3 e) — K 4 g) s TP
247 dx—T & 25-2 —Tz42
< = —
b) 2 >3 d) 2= <5 £) 2259 h) % < -6
Przyktad 3
" - - -, L m m
A y T SC — + — = 2.
Rozwiaz nieréwnos¢ — + -~ TV 2
Zakladamy, ze z # -2 1 x # 3.
x(x42) x{x—3) s 2{3:+2}.{3:—3) “-_H;]GII_,!}J_H} |I11imlum-'.1:ik.if'mIr.ﬂru
(z42)(z—3) (z+2)(x-3) (x+2)(x—3) utamkow jest (z + 2)(x — 3).
w2 4+2x -3z - 222 —6x+4c—12 >0
(x4+2)(2=3) * (a+2)(z-3) (x+2)(@-3) =
x+12
(2+2)(z—3) 20 lloraz i iloczyn dwéch liczb

maja ten sam znak.

(+12)(z+2)(x—3) =20
Szkicujemy wykres wielomianu:
w(z) = (z+12)(z + 2)(z - 3) m _A
Jego pierwiastkami sg liczby: —12, —2i3. /12 =g X

Odezytujemy rozwiazanie nieréwnosci (z uwzglednieniem zalozen):
x € (—12; -2) U (3; 0)

Cwiczenie 4
Rozwiaz nieréwnosc.

2x xr—2 r+3 T 3 G 7
a) — — — < 1 : 1< ' &) — =z —
a) r—3 z—-1 ¢) e fen (x—2)2 ) z+2 ° x  x+3
r—1 da T T—2 1 1 1
= = > _= -
b) etg ~ 4 xz+4 d) 1 z+1 © z-1 f) TR e e

3.8. Nierdwnosci wyrmierne
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Zadania

1. Rozwiaz nierownosc,

d e <t Afpr2 JTE -l ASTEel

NESss gEicr 0 ERs>s b e
2. Rozwiaz uklad nierownosci.

a)U%%%ﬁl c) —1{:?_:._:“11{3 f)%%l%jig

b) —2< o < 2 d) ~1< It <1 f) 2 <0< =

3. Na rysunku obok przedstawiono wy-
kres funkcji y = 22 | proste: y = = — 2,
1] !} P — ! p 'l)l H

y=2zx—2, y=4x — 2. Z rysunku mo-
zemy odczytad, ze nierownosé:

2.
242 5 22
a—1

jest prawdziwa dla = € (—oc;0) U (1; 5).

Rozwiaz algebraicznie nierownosc, a na-

stepnie sprawdZ poprawnos¢ rozwigza-
nia, korzystajac z rysunku.

3) ison 9 p)oitE

£
r—1 =1

< dr— 2

4. Rozwiaz algebraicznie i graficznie nieréwnosc.

>z+5 b) =2 <z -1 ¢) =2 g1

x+2
5. Rozwiaz algebraicznie nieréwnosé, a nastepnie sprawdz poprawnosé roz-
wiazania, korzystajac z rysunku.

2x+1 1 3r—T
) T+2 b)
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10.

L7

Naszkicuj wykresy funkeji f i g. a nastepnie odezytaj z rysunku zbior
rozwiazan nieréwnosci f(x) > g(x). Rozwiaz te nieréwnosé algebraicznie.

1 1 . 3
a) f(x) ==, g(z)=—=+2 b) flx)==. g (J——+4
Za?nﬁrz na mi liczbowej zbior m?wiqzafl nierownosci.
4—2x 1—m 4—x x—3
T e
a) 7 -4  z- a ¢) r+1 x ) 22-2 © 1-2z
z+3 x+3 43 S5—a 442 2x+2
= <
b) x+2 = 2w47 d) -z = z+2 f) 2r—6 = 2x+3
Wyznacz zbiory: AU B, AN B oraz A\ B.
8
o0y i : 5
a) A {:r,eR.mH}?},B {rer: 25> -2}
€T r—1 41
b)A:{;rER:—{l},B:{IER:—_, }
-1 r—3 r—2
2z+1 4r—1 2x+3
' = {7 s = . — <
c) A {rER ;;:+1”’1}'B {:IER r5 21:_5}
Rozwiaz nierdownosc.
2?2 4+2x+1 2x=5 e : 2r+1 2x+3
d) r2_r-2 >0 ) r2-16 = x+4 ) 2r2+T;1' 2x245zx
2x+1 x+3 2z 2x+3
A
b) 3 +da?4dr 0 } 2216 © z2-dx h‘} -1 < 32243z
3 +412 x—1 2—x : z+1 Gr+2
- =
C) x24x—12 #4 f) r24-2x T4z l) =2 - r2-4
Rozwiaz nieréwnosc.
v E4+1 r42 2 342
; R :
a) z+2 T x+3 2 ) 9x2—1 S 3x—1 +1
1 3a o 2z2-3 r+1 1
b) -z + a+2 <3 f) (x—1)3 (x—1)2  x-1
4 2x+3 r+2 1 2r+42
) — — 1< '
€) o3~ 1S 5 8) a:{-n+1) 42 ° z(z+2)
3r 1 2 2r+3
d) rl—4 2 -2 rl2 h) + _ x(x+1)
Rozwiaz nier6wnoéé f(x) < g(x). b d)
— ; o
EI-) f(i} - — g(;t:) — |.I‘.' = 1| —2 e i ¢
g ; ...|
(rysunek obok) :
_ T N e B —
b) f(x) = 2L, g(a) = |z +5| N
|
2,._3 = =il
) flz)= 232, gla) =~z +da |
N __ x4H ) e L@ 4 3
d) f(z)= —= g(x) = 52° + 3z + 23
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3.9. Dziedzina funkcji. Funkcje wymierne

Gdy jest podany wzér funkeji y = f(z), ale nie zostala okreslona jej dziedzina,
przyjmuje sie, ze dziedzina jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych z, dla
ktéryeh wzér funkeji ma sens liczbowy (taka dziedzing nazywa sie tez dziedzina
naturalng funkcji).

Przyktad 1

Okresl dziedzine funkeji f(x) = VT

x_

bJ

Wzor funkeji f(z) = £’2 ma sens liczbowy, gdy x = 0 (ze wzgledu na wyra-
e

zenie pod pierwiastkiem) oraz x # 2 (ze wzgledu na mianownik ulamka).

Zatem dziedzina funkcji f jest zbioér Dy = (0:2) U (2; 00).

Cwiczenie 1
Okresl dziedzine funkceji f

N — i o J N G—mx

2) f(z)=Vz—8 ) f(2) = = g) (o) = Y=

L — . TR @€ . x+6
b) f(z)=v3—2a e) flz)= =— h) flz) = o B o

o TR T o 4—x
c) flz)=+—a f) flx m i) flz)= (z2—4) /a1 2
Przykiad 2 _
AT s L e s xe—4
Wyznacz miejsca zerowe funkeji f(z) = s
Wezor funkeji f(z) = :% ma sens liczbowy, gdy x + 1 > 0, zatem dziedzina
funkeji f jest zbior Dy = (—1;00).
Réwnosé 22 —4 = 0 jest spelniona dla @ = —2 oraz x = 2. Zauwaz, ze —2 & Dy,
zatem jedynym miejscem zerowym funkeji f jest liczba 2.
Cwiczenie 2
Podaj dziedzine tunkeji f. Czy funkcja f ma miejsce zerowe?

A Vi : ) — Y1=x pr, (ST
a) flz)= 2 c) flz)= Jo 12 e) flx)= Va2

P L A . VE+HD : T R ¥ i
b) f(z) = 2= d) f(z) = Y= f) fle) = 7=
Cwiczenie 3
Podaj dziedzine i miejsca zerowe funkcji f.
) o\ x*-16 - o b=z } N x(x=3)

s 152 3. Funkcje wymierne



Definicja

Funkeje postaci f(z) = %% gdzie v 1 w sa wielomianami (w # (), na-

zywamy funkcjg wymierng. Dziedzina takie) funkcji jest zbior wszystkich
liczb rzeczywistych x, dla ktérych w(az) # 0.

Cwiczenie 4

Okresl dziedzing funkeji wymiernej f(x) = ;'ﬁ]j :
a) v(z) =22% -1, w(z) =322 -6 d) v(z) =32 -2z+1, w(z) =a*+1
b) v(z) =2—-1, w(z) =z - 16 e) v(z) =2°—4, w(z) =2°-22*+2

¢) v(z) = 22% — x, w(z) = 4a® + 2* f) v(z) =242, wlz) =a*+T72°>—6

Przykiad 3
Okresl dziedziny funkeji: f. g i h, a nastepnie uprosé ich wzory.
22 ; : ; T
Fle) = T D; =R\ {0,1}, wzor po uproszezeniu: f(x) = =
Yo m(z+]) - = " RORRPN S . BN |
g(x) = ey D, =R\ {-1,1}, wzdr po uproszczeniu: g(x) =
hizx) = 'Efi;j Dy, =R\ {1}, wzOr po uproszezeniu: h(x) = ﬁ

Zwrdoc uwage, ze funkcje: f, g, h nie sa rowne, gdyz maja rozne dziedziny.
Definicja

Funkcje f 1 g o przeciwdziedzinie R sa rowne, jesli maja te sama dzie-
dzine D oraz dla kazdego x € D zachodzi réwnosé f(z) = g(z).

Cwiczenie 5
Zbadaj, czy funkcje f i g sa réwne. Naszkicuj ich wykresy.

2 -3 43
a) fl&)=%, g(z) =z o) fl@)= g5 9(@) = apm
2—1 x—1 z+1 2x—1
b) f(x) = (i+1}2’ glx) = ;+1 d) f(z) = ;z_lv glx) = m

Cwiczenie 6
Wyznacz sume funkeji wymiernych f i g oraz okresl jej dziedzine.

a) fla) =2, glx)=—= o ) )
x z—4 Suma, réznica, iloczyn i iloraz funkeji

b) flz)= 2:'_1_. g(z) = 21;:'1 wymiernych sa funkcjami wymiernymi.
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Przykiad 4

Wyznacz iloraz 1 funkeji f(x) = =i g(z) = ﬁ

Aby funkcje f. g oraz ich iloraz byl;-; ﬂkrﬂSlDHE, muszg by¢ spelnione warunki:
22 —1#0, 2+1#0, e +22#0, czyliz € R\ {-2,-1,0,1}.

flz) «  z%42x =z L | ) T - 1
glz)  z2-1" a41  z2-1 a242z {a:—%}wlﬂiar—l—?& T (=1 {(x+2)

Cwiczenie 7
L Vp— ) . | V— ; 4 A Ty
Wyznacz iloczyn [ - g oraz iloraz . funkcji f i g. Okresl dziedziny iloczynu

1 ilorazu.
a) f(z) = 22, g(z) = 22 Q) fa) =22 g(a)= 22
b) fle) = 5=, 9(x) =25 d) f(z) = Z3%, gla) = 28
Zadania
1. Okresl dziedzine i podaj miejsca zerowe funkeji f.

o) flay= 2oL ) fla) = Besiertan)

b) f(z) = T2t d) fz) =TS e

2. Funkcja h dana jest za pomoca wzoru h(z) = f(z) + g(x). Okresl dzie-
dzine funkeji h, podaj jej miejsca zerowe i wyznacz zbior argumentow, dla
ktorych przyjmuje ona wartosci nieujemne.

EL) f(’l} = %_i_r ‘?(1) = ,,ig (:} f(T) - 2a

£—1
—, g(@) =3

3r+6
. P 4 ; x4 i
h) -f (ﬂ_.’) = 3:E+I ] g(T) = I—JJ d) f(:r:) = 12_‘? 3 _g(..'l"} = 5L+3;

3. Odczytaj z rysunku, dla jakich argumentow funkcja f przyjmuje wartosci
wicksze od wartosei funkeji g. Rozwiaz nieréwnosé f(z) - g(z) < 0.
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4.

Podaj przyklad funkcji wymiernej, ktorej wykres przecina os OY w punk-
cie (0,6) i ktorej dziedzina jest zbiér D,

a) D=R\ {3} b) D=R\{-2,1} ¢) D=R\{1,2,3}

Dla jakich wartosci parametru k dziedzina funkeji f jest zbior wszystkich
liczb rzeczywistych?

4x—1 ,
a) f(z) = - b) flz) =

o2—kx+1
Ponizej przedstawiono wykresy funkcji:
x?4z41

flzg)==—77—, 9(z) =

4r—1
z2—kx+k

4r—1

¢) fz)=

kx4 ka1

~3x2-10x+9
r242:-3

L)

= ___ .___. - _ _ ___ __ __

a) Okredl dziedziny funkcji f i g. Dla kazdej z tych funkeji podaj jej prze-
dzialy monotonicznosci oraz argumenty, dla ktorych przyjmuje ona war-
tosci mniejsze od —3.

b) Podaj liczbe rozwiazan réwnania f(x) = m oraz g(x) = m w zaleznosci
od parametru m.

3 —4x
322"

342524242

i h(z) = a3 +22% 43146
x4z : :

o 343z

Niech f(x) = g(x) =

a) Okresl dziedziny i uproéé¢ wzory tych funkcji.

b) Rozwiaz réwnanie f(z) + g(x) — 2h(z) = 0.

¢) Rozwiaz nieréwnos¢ f(z) - g(x) — h(z) < 0.

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji:

L, 4;1‘.2—3:1.'-1-3
f($}__ T2—_2r

a) Podaj liczbe rozwiazan réwnania f(x) = m

w zaleznosci od parametru m.
b) Podaj liczbe rozwiazan réwnania f(z) = |m)|
w zaleznosci od parametru m.

3.9. Dziedzina funkgji. Funkcje wymierne
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3.10. Rownania i nierownosci

z wartoscig bezwzgledng (1)
Przykiad 1
Rozwigz réwnanie |3z — 4| = 2.

3t —4=-2 lub 3x—4=2

Jeslia > 0, to [z| =a
wtedy i tylko wtedy, gdy

d3x=2 lub 3z=6 Tz =—a lub z = a.
g=2 lub z=2

Cwiczenie 1
Rozwiaz rownanie.
a) |5z — 3| =2 b) 9 +5|=4  ¢)|3x+4|=6 d)|6-Iz[=1

Przykiad 2
Rozwiaz réwnanie |2z — 4| + |32 — 6] = 20.
2|z —2| 4+ 3|z —2| =20
Sl —2|=20/:5
lz —2| =4
rT—2=—-4 lub z-2=4

r=-=-2 lub =6

1. |a-b|l = |al - |b]
2. |2 =35 dlab#0

Cwiczenie 2
Rozwiaz réwnanie.

a) |z —3|+ |2z —6] =09 c) |4z + 2| — |2z + 1| + |6z + 3| = 4
b) |[4x — 8|+ |2—x| =5 d) [6x+4|— |32+ 2|+ |92+ 6] =8
Twierdzenie

Jedli a > 0. to |z] < a wtedy i tylko wtedy, gdy —a < x < a.

Przyktad 3
Rozwiaz nieréwnosé |2z + 3| < 5.
Odejmujemy 3 od kaidej ze

-5 < 2z +3<H stron nierownosci, czyvli od —5,
_8 < 2.1" < 2 ‘r': : 2 od 2+ 31 od 5.
—4 < r<

x € (—4;1)
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Przykiad 4
Rozwiaz nieréwnosc [3z — 1| > 2.
3r—1<-2 lub 3z2z-1>2
3r<—1 lub 3z >3
i "Tla' Iub z>1
z € (—o0;—3) U(1;00)

Cwiczenie 3
Rozwiaz nieréwnosc.

Jeslia > 0, to |z] > a
wtedy 1 tylko wtedy, gdy
r < —a lub z > a.

) |3z — 5| <2 ) 2z+4|<8 €) [6—3x|>9 g) |-2xr+6/<9
b) |4z — 2| > 8 d) |1 +a2]<i f) |-¢-1|g'r h) |-2z-2|>3
Zadania
1. Rozwigz rownanie.

a) Br+1l=5 <) |qz+1|= e) |4z + 5| = g) |22 —-1|=3
b) 20 —3|=1 d)|2—2z|=3 f) |[xr—6|]=4 h) |22 —-3| =1

2. Rozwiaz réwnanie.
a) |3z —6| =T+ |z — 2|
b) |4x 4 6| + |6z + 9| = 10
3. Rozwiaz nieréwnosc.

a) br+2|<7 ¢ |%;1:+2|£1
b) [3z—%| <2 d)|6z+2|>1

¢) |6 —a|+ |tz —3|+|22—12|=7
d) e —2|+ 22— 4|+ |4 — 8| =T

g) 22—3|>0
h) 4z —1| <0

|sT"5|

f) |32 —3|>

R |

4. Wyznacz zbior liczb rzec:zywist}'c:h x spelniajacych podany warunek.

a) 3< 2z +1|<5
b)4<|2-3z| KT
5. Rozwiaz nierownosc.
a) |2z —6|+ (32 -9 < 15
b) |4z —2|— |20 —1| > 6
¢c) Bz —3|—[1—-2|>28
6. Rozwiaz nierownosc.
a) va? —10z + 25+ 2|z — 5| <9
b) vz + 22+ 4+ 3|z +2| > 20

c) —2<4-3lz] <3
d)3<5-2|z|<6

d) [e+ 1|+ [3z+ 3] <6 —2|z + 1|
e) 2|z — 4|+ |3z — 12| < 4 + |8 — 2z|
f) [224-4|4+1< |32 4+6]—[24+2|+2

¢) 2e+8|+vVat+8z+162>1
d) v1—2x+ 22—

22 —2|+5<0

3.10. Réwnania i nierdwnosci z wartodcia bezwzgledna (1)
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*3.11. Réwnania i nierownosci
z wartoscig bezwzgledng (2)

Przyktad 1
Aby rozwiazad réwnanie |x— 1|43z = 7, rozpatrujemy nastepujace przypadki:

1° Jesliz —1 <0, czyliz € (—oc;1), 2° Jesliz—1 2 0, czyli z € (1;00),

to rownanie przybiera postac: to rownanie przybiera postac:
—(x—=1)+3x=7T (x—1)4+3x=T
~x+1+3x=7T 4dr =8
2r =106 T=2 2&lliec)

r=3 3¢ (—oc0;l), sprzecznosé

Zatem rozwiazaniem réwnania |x — 1| 4 3z = 7 jest liczba 2.

Cwiczenie 1

Rozwiaz réwnanie.

al lzr—1| —-2z=4 c) |z+4|+1=2z e) 22 +4| -2z =4
b) |z —1]|+z=2 d)3—-z|=2-1 f) z|lx — 4| =22 + 4z
Przyktad 2
Aby rozwiazaé¢ nieréwnosé 2|x + 2| + & < 1, rozpatrujemy nastepujace przy-
padki:
1° JeSliz+2 < 0, czyliz € (—oc; —2), 2° JeSliz+2 =0, czyli 2 € (—2;00),
to nierdwnosc przybiera postac: to nierownosé przybiera postac:
—2(z+2)+z< 1 20z +2)+x <1
—2r—44+2x<1 2r+4+x <1
—~TE O 3r € =3
T2 —H < —1

Uwzgledniamy

x € {—b;—2) zalozenie. r € (—2;—1)
Zatem nieréwnosé 2|x + 2| + x < 1 zachodzi dla x € (—5; —1).
Cwiczenie 2
Rozwiaz nierownosc.

a) lzt—2| -3z >1 ¢c) lt—5|<z+5 e) 3—z| < z— |2z — 6]
b) 2z +6|+x<3 d) [6+z|>2x+6 f) z|]l —z| < x + 2?
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Przykiad 3 —{z—12) T —2

Rozwiaz réwnanie 2|z| — |z — 2| = 1.

y >
0 2
1° Jedli x € (—o0:0), to réwnanie przybiera postaé:
2z —(—(x—2)) =1
—DpFar—=2=1]
—r=3
= —3 —3e(—00;0)
2 Jesdli x € (0;2). to réwnanie przybiera postac:
2z — (—(z—2)) =1
2Zptax—2=1
3r =3
r=f 1&g
37 Jesli x € (2;00), to réwnanie przybiera postad:
20— (z-2)=1
2—=z242=1
r=-—1 —1 & (2:00), sprzecznosc
Zatem rozwiazaniami réwnania 2|z| — |z — 2| = 1 sa liczby —3 1 1.
Przykiad 4 TR (@ ‘4’” =
A 5 . T e e
Rozwiaz nieréwnosé |z — 3| + |z + 4| < 9. — -
-4 3

17 Jedli ¢ € (—o0: —4), to nieréwnosé przybiera postac:
—(z—3)—(x+4) <9
—2x < 10
r>—>
Po uwzglednieniu zalozenia otrzymujemy, ze x € (—5; —4).
27 Jesli @ € (—4;3), to nieréwnos¢ przybiera postac:
—(z—-3)+x+4<9
7<9
Otrzymana nieréwno$c jest zawsze prawdziwa, zatem x € (—4;3).
37 Jesli x € (3;00), to nieréwnos¢ przybiera postac:
T—3+2+4<9
r<4
Po uwzglednieniu zalozenia otrzymujemy, ze x € (3;4).

Zatem nieréwnos¢ |z — 3| + |z + 4| < 9 zachodzi dla x € (—5;4).

3.11. Réwnania i nierdwnosci z wartodcia bezwzgledna (2)



Cwiczenie 3

Rozwiaz rownanie.

a) |lz|+|x—-3]=5 c) lg|+ |z -2 =202
b) [z+4|—|2—z|=6 d) |z|+ |z +5|=2x+5
Cwiczenie 4

Rozwigz nieréwnosc.

a) lz|+|z—2| <4 c) lz+2|—|3—z|<ax—1
b) lz—=1|+|3—2| =23 d) |z| - |5—z|>x -2
Przyktad 5

Naszkicuj wykres funkcji f: R — R okreslonej wzorem:
fl@)=|z—1|+|z—3|-6

Na podstawie wykresu podaj rozwiagzanie nieréwnosei f(x) = —2.

1° Dla z € (—o0;1):
flz)=—(z—-1)—(z—-3)—6=—-2x—2 {_{*"_I_} 3) & _13

—(x — T —

2° Dla z € (1;3): —— %
fley=(z—-1)—(z—-3)—6=—-4

3 Dlaz € (3:00): RLUBEERERES
flz)=(z=1)+(z—3)—6=2x-10

Wzér funkeji f mozemy wiec zapisac | i
w postaci: £ L oF o g b
—2r—2 dlaze€ (—oc;l)

flz) = —4 dla z € (1;3)
20— 10 dla x € (3; )

Nieréwnos¢ f(x) = —2 jest prawdziwa dla x € (—o0;0) U (4;00).

Cwiczenie 5

Naszkicuj wykres funkeji f: R — R. Na podstawie wykresu podaj rozwiazanie
nieréwnosci f(x) < 4.

a) fle)=|e+3|+z-1 ¢) flz)=2zx+|1 —z| + 2|z — 2|

b) flz)=|z—1|—|z+1]|+1 d) f(z)=|z|+ |z + 1|+ |z — 2|

Cwiczenie 6
Oblicz pole obszaru ograniczonego osia OX 1 wykresem funkeji f.

a) f(z)=|e+4|+|z—-2|-10 b) f(z)=|z+2|—|z|—2
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Zadania

s

Rozwiaz rownanie.

a) le+1|—|z| =0 c) lz|—|z—4] =2 e) e —2|+|x+2|=4
b) |z +|x+5|=T7 d) [z+ 3|+ |z| =3 f) 2z+4|—|z—-1]=3
Rozwiaz réwnanie.

a) V2 +6z+9—|z -2/ == c) le—2|—|z—3|+|z| =6

b) Vi—dz + 22+ V22 =6 d) [4—z| - |z| = |z + 3|

Rozwiaz nieréwnosc.
a) |z —3|+|x| <3 d) |3z —6|—|z+2| <8
b)) l—z|-1+=x

=2 e) Va2 +dr+4+ 2| <5
>4 £) VO—6z+a22—3>Va?

|
¢) |z =5+ |z —1]
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj rozwiazanie nieréwnosci f(x) = 0.

a) flz) =z =2|+|z+1| =5 b) flz) =1 —z| — |z — 3|

Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Rozwiaz réwnanie ||z| — 3| = 5.
Jesli a > 0, to |z| = a wtedy i tylko wtedy, gdy x = a lub x = —a.
|tr] —=3=5 lub |z| -3 =-5
lz| =8 lub |z| = —2 sprzecznosé

r=8lubx=-8

Rozwigzaniem rownania |[.1| - .3| = b sa liczby —8 i 8.

Rozwiaz réwnanie.

a) ||:;rr|— 1| =1 ¢) ||;r.'+1|+5| =4 e) |2:rr+3|+3| =3
0l +2=3 @) fe-si-6]=2 0 [lel-1]-1]=1
Rozwiaz nieréwnoscé.

a) ||lz| —3| <2 c) ||lz+4|—3|>2 e) [|2—z|+5| <6
b) ||z +4| > 5 d) |2z —1|+2|>3 f) |[T—[2z+1||>7

Rozwiaz rownanie.

a) |z + |z|| = |z| b) ||z| =1 =le =1 ¢) |z—|z=1||=|z—1]

3.11. Réwnania i nierdwnosci z wartodcia bezwzgledna (2)
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*3.12. Réwnania i nierownosci
z wartoscig bezwzgledng (3)

Przyktad 1
Rozwigz réwnanie —"’-1— == 1,
Zakladamy, ze x # 1.
Mnozymy obie strony réwnania przez |r — l| 1 otrzymujemy:
|J.' — 1| =2
p—1==2 Iub 2~1=2
r=—1 lub =3

Cwiczenie 1
Rozwigz réwnanie.

3

L]
|
on

1

a =1 b =5 C — =3 d ={)
) |z+2| ) |Tx—1] ) |2x-1] } |Dx—2|
Przykiad 2
Rozwiaz réwnanie “"+’ —
; “ L ody qg#0
Zakladamy, ze x :,é 2. q gdy ¢ #
241 Hl =1/ |lz—2|
|a—
[.T + 1| = |z — 2]
r+1l=x2—-2 lub z+1=—(x—2) |p| = lq| oznacza, ze:
=<2 b 2r=1 p=qlubp=—q
Pierwsze rownanie jest sprzeczne, z drugiego otrzymujemy rozwigzanie r = -%
Uwaga. Rownanie z przykladu 2. mozemy tez rozwiazac, korzystajac z tego, ze:
r+1 z-+1
=—1 lub —= =1
r—2 x—2
Cwiczenie 2
R{mwia? rownarnie.
2r-1 2x+8 br—1 Hr—3
a - b) | =2 =4 d =0
Y |z +3‘ ) | T ) | 7= ) |32
Cwiczenie 3
o " . i
a) Rozwiaz réwnanie _.;| =2
T—a
. & - . I - & .
b) Naszkicuj wykres funkcji f(z) = ‘_ﬁl Odczytaj z wykresu rozwigzania
i

réownania f(x) = 2.
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Przykiad 3
Rozwiaz nieréwnosc _aiﬁ =1,
Zakladamy, ze x # 3. Poniewaz mianownik jest zawsze dodatni. mozemy obie
strony nieréwnosci pomnozy¢ przez |3 — z|. Otrzymujemy:
3—2| <5
—0<3=x <D
r € (—2;8)

Uwzgledniamy zalozenie i otrzymujemy rozwiazanie: @ € (—2;3) U (3:8).

Przykiad 4
Rozwiaz nieréwnoscé 1+2| < 1.
Zakladamy, ze x # 2. Poniewaz mianownik jest zawsze dodatni, mozemy obie
strony nieréwnosci pomnozy¢ przez |& — 2|. Otrzymujemy:
|z — 2| > 1
r—2<-1 lub 2z-2>1
r<1l lub >3

Zatem x € (—oo; 1) U (3;00).

Cwiczenie 4
Rozwigz nierownosc.

a) 2 > 1 b) —— < 1 Q) =8 _ _92>1 {1)‘1+7|-§3

Zadania

1. Rozwigz rownanie,

7 T _ 9 s 2 _1 5 .1:—3|:_.. : ‘4:.':4—1‘:

) =1l = ) |6—3a| 2 ) x+6 ¥ g) Ga—1 0
6 : : S 20—3 -3 | _ 1

b) |224+1] s d) |4z—1| : f) 5—x | =2 b 6-2x| 2

2. Rozwiaz nierownosc.

8 2 = -3
a) |22 —6| >1 d) |x+3) <1 8) |3x—2| < |3z—2| +4
1 7 1 -3 1
= ) =]
b) |4z —8| 2 =9 e) [4—z| S 2 h) |z—2| = |2z—4] ¢
_ 8 . § ; 1 1 >
¢) |4—2x| =2 f) [1—22| & i) |22—1| S |3—6zx| +3

3.12. Réwnania i nierdwnosci z wartodcia bezwzgledna (3}
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* 6.

* 7.

* 8.

3. Rozwiaz nierownosc.

2r—3 e | 1 1
a) | <2 d) m+1| = 8) o3d < o3
3—x 42 6 1
b) r+1 > 2 [3) 2x— 3‘ <4 h‘) [4—z| |2241]
N | z-1 z+43 ; 2 1
0) m-‘ <0 N [Z2] >0 i) oo P g
4, Przeczytaj podany w ramce przyvklad.
Rozwiaz rownanie T _21 -
Zakladamy, ze x # 2.
1° Dla & > 2 mamy % =1, ¢zyvli 35 =2 — 2.
Stad x = —1 — sprzeczne z zalozeniem, ze & > 2.
2° Dla x < 2 mamy _: = 1, czyli 3z = —z + 2.
Stad z = %.
Zatem rozwigzaniem rownania i _"'2| =1 jest liczba %
Rozwiaz rownanie.
xT 2x
— —_ = y -2
a) BTl 1 b) | T+ 2 c) o 2
Rozwiaz nieréownosc.
a) Z=1 5 0 ¢) 2=l <o e) |~2-—1<::3
& ||
|z| " S < - - 1
b) Ll > 2 ‘m 1‘41 ) |2 ‘:»2
Naszkicuj wykres funkeji f.
- 1|1 a—1
a) f(z)=2 b) f(z) =L ¢) f(z) =2
Zaznacz zbior A w ukladzie wspolrzednych.
a) A= {(x:,y) e R?: s | +” >1ilyl <
=3t g1 1
b) A={(e.y) e R?: i < M}
Na rysunku obok przedstawiono zbior =
punktow plaszcz;-;zn}r, ktorych wspdl-
rzedne (x,y spelniaj¢ nierownosc:
Wl < o -
Oblicz wspélezynnik a.
3. Funkcje wymierne



3.13. Wyrazenia wymierne -
zastosowania (1)

Przykiad 1
Licznik pewnego ulamka jest réwny 6. Jesli licznik tego ulamka zmniejszymy
0 2. a mianownik o 3, to wartos¢ ulamka sie nie zmieni. Jaki to ulamek?

Szukany ulamek mozemy zapisa¢ w postaci %._ wowezas nowy ulamek bedzie
mial postac H czyli ﬁ Otrzymujemy wiec rownanie:

§ % dal :
= =—,gdriez € R\ {0,3}
6(zx — 3) = 4z

=

0w

6
9*

Zatem szukany ulamek to

Cwiczenie 1

a) Licznik pewnego ulamka jest rowny 10. Jesli licznik tego ulamka zwiek-
szymy o 20, a mianownik o 30, to wartos¢ ulamka si¢ nie zmieni. Jaki to
utamek?

b) Dane sa dwie liczby dodatnie. Jedna z tych liczb jest o 3 mmniejsza od
drugiej, a ich stosunek jest jak 75 do 100. Wyznacz te liczby.

Cwiczenie 2

a) Ola kupila cukierki A w cenie z zl/kg i zaplacila 24 zl. Ala kupila taka
sama ilod¢ cukierkéw B drozszych o 4 zl/kg i zaplacila 30 z1. Ile kosztuje
kilogram cukierkow A. a ile — cukierkow B?

b) Cena winogron to obecnie z zl/kg. Tydzienr temu, kiedy winogrona byly
o 4 zl/kg drozsze, Tomek wydal na ich zakup 20 zl. Gdyby obecna cena
spadia o 1 zl/kg, to taka sama ilo$¢ winogron mozna by kupi¢ za 12 z1. Jaka
jest obecna cena winogron?

Zadania

1. a) Licznik pewnego ulamka jest o 3 mniejszy od jego mianownika. Jesli
licznik tego ulamka zwickszymy o 4, a mianownik o 7, to wartos¢ ulamka
sie¢ nie zmieni. Wyznacz ten utamek.

b) Licznik pewnego nlamka nieskracalnego jest o 2 mniejszy od jego mia-
nownika. Jesli licznik tego ulamka zwickszymy o 9, a mianownik o 5, to
wartos¢ ulamka dwukrotnie wzrosnie. Wyznacz ten nutamek.

3.13. Wyrazenia wymierne — zastosowania (1)
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2. a) Mama Bartka jest o 6 lat mlodsza od jego taty. Stosunek wieku mamy
i taty jest jak 8 do 9. Ile lat ma mama Bartka, a ile jego tata?

b) Magda ma 25 lat, a jej mlodsza siostra — 13 lat. Za ile lat stosunek
wieku Magdy i jej siostry bedzie réwny :_,5?

3. a) Dany jest prostokat o bokach 32 em i 51 em. Jego krétszy bok skrocono

o @ cm, a dluzszy bok — o 3z cm i otrzymano prostokat, w ktérym stosunek
diugosci bokow jest rowny 3:4. O ile zmniejszyl sie obwod prostokata?
Rozpatrz wszystkie przypadki.
b) Dany jest prostokat o bokach 30 em i 18 em. Jeden z tych bokéw
wydluzono o x em, a drugi — o 2x em 1 otrzymano prostokat, w ktorym
stosunek dhugosci bokow jest rowny 5 : 9. O ile zwiekszyl sie obwdd tego
prostokata? Rozpatrz wszystkie przypadki.

4. Przeczyta] podany w ramce przyklad.

Piotrek potrzebuje 4 godzin na pomalowanie plotu wokdl domu. Adam
te sama prace wykonalby w ciagu 8 godzin. Ile czasu zajeloby im po-
malowanie plotu, gdyby pracowali razem, kazdy w swoim tempie?

Oznaczmy przez w prace, ktora nalezy wykona¢. Wowcezas:

‘.1

-

praca wykonana przez Piotrka w ciagu godziny,

praca wykonana przez Adama w ciaggu godziny,

w o 30 . ) e . "
+ & = zw — praca wykonana wspdlnie w ciagu godziny.
(6]

N efg wlg o

tego wynika, ze na wspoélne wykonanie pracy chlopey potrzebowaliby:
ap ¢+ Bay — 8 _ 92
w:gw =3 =2z [h]

czyli 2 godzin i 40 minut.

Artur potrzebuje 10 godzin na pomalowanie pokoju, a Darek zrobitby
to w ciagu 6 godzin. Ile czasu zajeloby im pomalowanie pokoju. gdvby
pracowali razem, kazdy w swoim tempie?

5. Dwie koparki, pracujac razem, wykonuja wykop w ciggu 8 dni. Gdyby
w tym samym tempie pracowala tylko pierwsza z nich, wykop powstalby
w ciagu 12 dni. Ile czasu zajeloby wykonanie wykopu drugiej koparce?

6. Pierwsza koparka wykonala polowe wykopu w ciagu 6 godzin, reszte wy-
kopu wykonala druga koparka w ciagu 9 godzin. lle czasu zajeloby wyko-
nanie wykopu. gdyby obie koparki pracowaly jednoczesnie. kazda w swoim
tempie?
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3.14. Wyrazenia wymierne -
zastosowania (2)

Przykiad 1

Dwa samochody wyruszyly jednoczesnie z Malborka. Po pewnym czasie pierw-
szy znajdowal sie w odleglosci 320 km. a drugi — 240 km od tego miasta.
Srednia predkosé¢ drugiego samochodu byla o 20 km/h mniejsza od predkosci
pierwszego. Oblicz srednie predkosci, z jakimi poruszaly sie te samochody.

Oznaczmy przez v, i vy Srednie predkosci samochoddéw. Wowezas:

320 _ 240 Korzystamy ze wzoru { = =, gdzie

U1 v —20 { oznacza czas, 8 — droge.

320(v; — 20) = 240v,, stad v; = 80 oraz v, = 80 — 20 = 60

Srednie predko$ci samochodéw wynosily odpowiednio 80 km/h i 60 km/h.

Cwiczenie 1

a) Samochod jadacy ze $rednia predkoscia v pokonal odleglosé 195 km. Samo-
chod jadacy ze Srednia predkoscia o 20 km/h wigksza pokonal w tym samym
czasie 260 km. Oblicz srednie predkosci obu samochoddw.

b) Droga miedzy miastami A i B ma 350 km. Z tych miast wyruszyly row-
noczesnie naprzeciw siebie dwa samochody. Pierwszy z nich jechal ze srednia
predkoscia o 30 km/h wieksza niz drugi. Samochody minely sie, gdy pierwszy
pokonal % trasy miedzy miastami. Oblicz srednie predkosci obu samochodow.

Cwiczenie 2

a) Pociag ekspresowy jechal ze érednig predkodcia o 30 km/h wieksza niz
pociag osobowy i przebyl trase dlugosci 360 ki w czasie o godzine krotszym.
Oblicz srednie predkosei tych pociagow.

b) Trasa kolejowa z miasta A do miasta B ma 510 km. Z tych miast wyruszyly
rownoczesnie naprzeciw siebie dwa pociagi. Srednia predkos¢ pierwszego byla
o 10 km/h wieksza niz srednia predkosé¢ drugiego. Pociagi spotkaly sie w od-
leglogei 270 km od miasta A. Oblicz érednie predkodei, z jakimi sie poruszaly.

3.14. Wyrazenia wymierne — zastosowania (2)
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Zadania

1. Pociag mial pokonac trase miedzy dwoma miastami w czasie okreslonym
w rozkladzie jazdy. Z powodu awarii zostal zatrzymany na pol godziny
na stacji posredniej. Pozostale 120 km przejechal z predkoscia wieksza
o 20 km/h i dzigki temu nadrobil powstale opéznienie. Oblicz, jaka po-
winna by¢ srednia predko$c¢ pociagu zgodnie z rozkladem jazdy.

2. Dwaj rowerzyéci wyjechali réwnoczeénie na trase dlugoéei 36 km. Sred-
nia predkosé pierwszego rowerzysty byla o 6 kin/h wigksza niz érednia
predkosé¢ drugiego. wiec pokonal on trase w czasie o godzine kréotszym niz
drugi. Oblicz srednie predkosci obu rowerzystow.

3. Tomek przejechal na rowerze 32 km szosa i 20 km polng droga w czasie
2 godzin i1 40 minut. Srednia predkosé jazdy po szosie byla o 20 km /h wiek-
sza od sredniej predkosci jazdy po polnej drodze. Oblicz srednia predkosé
na szosie i srednig predkos¢ na polnej drodze.

4. 'Trasa rowerowa wokol jeziora ma dlugosé 12 kim. Dwdéch rowerzystow wy-
ruszylo jednoczesnie z tego samego miejsca i okrazalo jezioro w tym sa-
mym kierunku. Srednia predkoéé jednego z nich byla o 5 km /h mniejsza
niz srednia predkosé drugiego. Do ponownego spotkania rowerzystow do-
szlo, gdy szybszy z nich wykonal 4 okrazenia jeziora. a wolniejszy — 3.
Oblicz srednie predkosci obu rowerzystow.

5. a) Samochdd przejechal droge dlugosci 120 kin. Gdyby jechal ze Srednia

predkoscia o 30 km/h wieksza, to czas jazdy bylby krétszy o 54 minuty.
Jaka byla érednia predkos¢ samochodu?
b) Samochdd przejechal droge z miasta A do miasta B o dlugosci 240 km
ze srednia predkoscia v. W drodze powrotnej przez godzine jechal ze sred-
nia predkoscia v, a nastepnie zwiekszyl predkos¢ o polowe, w rezultacie
droge powrotna przejechal w czasie o godzine krotszym. Wyznacz srednia
predkos¢ v.

*6. a) Samochod przejechal droge z miasta A do miasta B ze Srednia predko-
Scia 40 km/h. Z jaka érednia predkoscia powinien jechaé¢ w drodze powrot-
nej, aby jego srednia predkosé w czasie calej podrézy wyniosta 60 km/h?

@ b) Srednia predkosé jazdy samochodem z mia- : . i
) pre I Srednig harmoniczng

sta A do miasta B wyniosla v, km/h, a podczas sk Aadntrioh o tib

drogi powrotnej vs km/h. Uzasadnij, ze $rednia nazywamy liczbe:
predkosé liczona dla calej podrozy jest réwna §ry = ﬁ
L) + &

sredniej harmonicznej predkosci vy 1 vs.
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3.15. Zagadnienia uzupetniajgce

B Wyrazenia wymierne dwoéch zmiennych

1.

Upros¢ wyrazenie i oblicz jego wartosé dla @ = 2 oraz y = —4.
T+ e x2—y?

a) —I—E‘; ) - c) —-;-———‘r-—?
b T Yyr—yc r*—=2ry+y

Upros¢ wyrazenie i oblicz jego wartos¢ dlaa = —11 b= 2.

"l) a?+2ab+ b2 as —b? I) al—pl a—b

2 a?—b2 a?+ab+b? a?+b%—2ab  ab+b?

Wykonaj dzialania.
+3 3 24 x—4 a3 —qy3 z2—y?
a) EE2 ) y . y e) ¥ . Y

x?  y?46y+9 S5¢ 20wy 7wty witayty?

b) 4y?-9  6z? ) w?—y? | 4y?-4a? J (@+y)® | 2%+y?
Y T4z 3oy Vozt2y T a2 day+ay? zi+2xy+y?  at-yd

Wykonaj dziatania.

1 1 y2— re—1 T - €
a) — + — c) £ i g) — P an
T+ oy Ty a3y z—y xty x?-y?
a 1! 1 1 3a S day
b)== L — 4+ = 4+ = — =
)) T+y + -1y d) Ty + y? T x? t) 2x—y 2.1:+y+4:;:2 —y2
Wykonaj dziatania.
2 73 1
R I+ab( a  a ) b) (a_ a ) (u.—l—l 1 )
azh? \ a—b a+b a—1 b b—abh

B Zadania z parametrem

6.

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie ma dwa rozwigzania o roznych
znakach?

a) mx*—2(m—1)z+m—-2=0 ¢) (m+1)z*°=-2(m+2)z+m=0
b) (m—1)22-2maz+m+3=0 d) (m+Dz’—4dmz+m+1=0
Dla jakich wartosci parametru £ réwnanie ma dwa rézne rozwiazania do-
datnie?

a) (k+2)z2 -4z —-k+2=0 c) (k+1)z?2-3(k—1)z+2k—-3=0
b) (k—1)a*—2kz—k—-1=0 d) (k—2)z2? —3(k+2)z+6k=0
Wyznacz te wartosci parametru a, dla ktorych najwieksza wartosé funk-
cji f jest liczba ujemna.

a) f(z)=Ba—2)2*+ (da+2)x+3a—2

b) f(z) = Ba—4)a* - (2a+ 1)z +2a + 1

3.15. Zagadnienia uzupeinigjace
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@ 9. a) Uzasadnij, ze jesli punkt (xq,yp) nalezy do wykresu funkeji y = <, gdzie
a > 01z >0, to prostokat o wierzcholkach A(0,0), B(xy,0), Cl(:r.{.,yu},
D(0,yy) ma pole rowne a.

b) Wyznacz dlugosc¢ przekatnej kwadratu, ktorego trzy wierzcholki leza na
osiach ukladu wspoélrzednych, a czwarty nalezy do wykresu funkeji y = 2.

¢) Wierzchotki prostokata o polu 24 sg punktami przeciecia hiperboliy = £

£

z prostymi y = tz i y = 2x. Wyznacz a.

10. Prosta y = —r + m ma w | ¢wiartce ukladu \K
wspolrzednych jeden punkt wspolny z hiper-
bolg y = 2+£2 (punkt C' na rysunku obok). D

a) Oblicz m oraz pole trapezu ABCD.

b) Punkty E i F sa punktami przeciecia hi- — 1
perboli y = 22£2 7 osiami ukladu wspélrzed-

nych. Oblicz pole trojkata CEF.

11. a) Wyznacz réwnanie prostej y = ax+b, gdzie Y
a # 0, ktorej jedynym punktem wspolnym
z hiperbola y = < jest punkt (1,1). Oblicz
pole trojkata ograniczonego osiami ukladu
wspolrzednych i ta prosta.
@ *b) Uzasadnij, ze tréjkaty ograniczone osiami :_ 5 :
ukladu wspoélrzednych i prosta y = ax + b, 35 By 31 ~
gdzie a < 0, majacy jeden punkt wspélny z hi-  p,, trbikntow {)31 C

perbola y = % maja rowne pola. i1 OB:C'; sa rdwne.

12. Podaj, ile punktéw wspolnych ma okrag o érodku w punkeie (0,0) i danym

promieniu r z hiperbola y = %

a)r=1 b)r=15 e)r=+2 .J HEEEW o

13. Dany jest okrag o $rodku w punkcie (1.1)
i promieniu r oraz hiperbola y = ;‘ Na, ry-
sunku obok przedstawiono te hiperbole oraz
kilka takich okregéw. Podaj, ile punktow
wspolnych maja okrag i hiperbola w zalez-
nosci od r.

6
T—p
wspoélrzednych w punktach A i B. Oblicz p, jesli pole tréjkata AOB (gdzie
1

O jest poczatkiem ukladu wspolrzednych) jest réwne: a) 3, b) 123,

+ p przecina osie ukladu

*14. Hiperbola bedaca wykresem funkcji f(x) =
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Zestawy powtorzeniowe

B Zestaw |

Ty

Na 1‘»’*5111‘11(11 pl‘?vdﬂtawiunu wykres funk-
cji f(z) = <. Oblicz a.
3

a) Ktore spnsmd punktéw: P(—8.—3

Q(3,12), R(V2,v/3) naleza do kaxeau
funkcji f7

b) Odczytaj z wykresu, dla jakich argu-
mentéw funkcja f przyjmuje wartosci
wigksze od —

¢) Rozwigz nieréwnosé f(x) < 4.

Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj dziedzine funkcji g i réwnania
asymptot jej wykresu.

&) Fla)= % glz) = -} +1 ¢) flz)= “1"~ g(x) = 3:4
b) ,F(J}:—JE _g(.-r.):—%—Q d) f(z)= g[n:)z—ﬁ-

Naszkicuj wykresy funkeji: f, g i h. Podaj dziedzine i zbioér wartosci kazdej

z tych funkcji.
2

a) flz)= = glr) = —— Tl =
b) f(z) = % g(z) = ;%1 h(z) = 1‘}1 =5
¢) flz)=-2, g(x)= —12 h(z) = ———+3

O jaki wektor nalezy przesuna¢ wykres funkcji g(z) = lr aby otrzymac
wykres funkcji f7 Naszkicuj ten wykres.

a) f(x) =—=+3  b) fla) =5 +1 ¢) flz)=

-1
Podaj wzor funkeji, ktorej wykres otrzymamy przez przesuniecie wykresu
funkeji f o wektor @. Naszkicuj wykres tej funkeji.

a) flx)= f o = [-2,3] b). fl&) = —ﬂl__. v = [2,-3]
Wyznacz ze wzoru podana zmienna.

a.)%:%. b c:)%—-?-“é:ﬂ.,a D)SZ%,Q

b) —1 = R+r T d) m (m - %) =2, a f) §= —ﬂ't;q” .

Zestawy powtdrzeniowe



Vv

7. Podaj dziedzine wyrazenia, a nastepnie je uprosc.

a) x4 —1 b) 243 ) r4+2 ) x+5
r+1 a2 —3r 2 452+6 34125

8. Rozwiaz réwnanie.

T2 4+6x - T3 —212 o : 2 -2x—8 o
d) w2 —6r 0 d) z24a44 0 F’) al—x—2 0
r2 -4 4z —1224+9 z?—Tz+12
) a4 2r 0 ) 3x—2x2 0 h) x2—6x+8 0
x2-3x 8x2-2 o Bxi4Te42
) 202-18 — ) da? +dax+1 =% J 2224542 =4
9. Rozwiaz rownanie.
& __x N Bk _ 2—-x
a) x—1 =% d zt2 ¢ 8) r+2 a+l
z+1 ; % oo z+4 -4
b) 3-xr : e) wd & 3 h) -2 z+2
sl 210 oy =3 r+6
c) — = 5 f) s 2 i) = =7 =1
10. Naszkicuj wykres funkeji f(z) = “*. Wyznacz wspélrzedne punktéw,
w ktorych wykres funkeji f przecina prosta y = 2 oraz prosta y = .
8) &=2 b) a=-1 ¢) a=1 d) a = -2
11. Na rysunkach przedstawiono wykresy funkcji f(z) = =5 1 g(z) = 'ﬁ”_‘j
| " ck
I = I . £
_I i P o= I :
] . Lxr |
I i |

a) Dopasuj wzér do wykresu. Podaj miejsca zerowe funkcji f i g.
b) Rozwiaz réwnania: g(x) = x oraz f(r) = —=.
12. Naszkicuj wykres funkeji f i odezytaj rozwigzanie nieréwnosci f(x) > 1.

dla z > 0 =2 diyaeg=]

il { ““..—t dla x <0 M= { ir G ek

42

G

13. Naszkicuj wykres funkcji f. Rozwiaz réwnanie f(z) = z.

a) f(z) =" ¢) f(z) == e) f(z) =2+
b) f(z) = j:f d) flg)= T:ll f) flz)= —f:—i
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M Zestaw |l
1. Rozwigz nieréwnosc.
r—5 xr—3 1 1
. = ; = — — =
a) — =0 c) e e) x m{:U
r+2 r+2 1
- Al & e
b) — <0 d) e 2 f) v+ - = 2
2. Rozwigz nierdwnosc.
{21:—1}2 < i z+2 \ 22-2¢-3 ~
EI) 2r—1 0 (') T2 —dr <0 E} e =0
x2-1 2r—1 :::‘2+m—2
_ —— <
b) x2-52+10 © 0 d) 2x2-8 >4 £) a24+2x-3 0
3. Rozwiaz nieréwnosc¢.
1 1 r—2 -3 r+3 z—1
; I : _
d) x—3 E x+3 }) x—5 i z—1 > 2 () %2 2422 7
4. Wyznacz zbiory: AU B, AN B oraz A\ B.
a) A= {R.‘ER::L’}%}, Bz{;t:ER: o €2}
: el C x4 - S . {x=2)%(z+1)
b A={seR: 28 <1}, B={seR: 2eh 5 o}
5. Rozwiaz réwnanie.
a) [t +3|—2=T7 «¢) 2e—1|+|z—5|=6 e) dle+1|+|z—1]=2
by l-z|+1l=2 d)1-3z|-|z+6/=-3 f) |[z—7|=2—-|4—=z|
6. Wyznacz liczby naturalne z, ktore spelniaja ponizszy warunek.
3 1 5 z—10
p 2 2 i > =
a) 0< <2 b) |2 >2 LJ| . ‘,,1
7. Naszkicuj wykres tunkeji f. Z wykresu odezyta], dla jakich wartosci para-
metru m réwnanie f(x) = m ma dwa rozwigzania.
1 r—1 ; 1
a) f(z) = = -2 b) flz) = 0 ¢) flx)= ==
8. Naszkicuj wykres funkeji f i podaj liczbe rozwigzan rownania f(x) = m?
w zaleznosci od parametru m.
1 1 1
a) f(2) = 5] b) f(z) = £ +1 0) fla) =1
9. Podaj dziedzine funkcji f i1 naszkicuj jej wykres. Napisz wzor funkcji

y = g(m) okreglajacej liczbe rozwigzan réwnania f(r) = m w zaleznosci
od parametru m. Naszkicuj wykres funkcji g.

8] Fla)= b) f‘(m):‘m;_l +2‘ &) f(.n):Hf—:-—l‘—l‘

1
jzf—-1 ‘

Zestawy powtdrzeniowe
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<

10. Podaj wzor funkeji homograficznej, ktorej
wykres przedstawiono na rysunku obok.

a) O jaki wektor nalezy przesungé ten wy-

kres, aby otrzymad wykres funkeji g7
('T'} = —.'r:—3
g\ x+2

b) O jaki wektor nalezy przesunac¢ ten wy-
kres, aby osiami symetrii otrzymanej hiper-

i _.i._h.;._._:_i_.;_
|

el L o ol S A

boli byly proste: y=ax —4iy=—x — 27

11. Rozwiaz graficznie rownanie f(x) = g{x) i 11i01'(3w1'10§c' f(z)
L 3 1
2) f@) =1, ga)=2 0) fz) = -2, g(z) = o]

=
b) f(z) = 1, g(x) =lal @ﬂﬂ:%_lg(}{;f

12. Rozwiaz graficznie i algebraicznie réwnanie f(x) = g(z).

i . 4
a) fz)=|2-2, gx)=3  *b) f(a:)=|m, gla)=2—2
13. Rozwiaz graficznie 1'61.!,-'11&1119 f(z) = g(x) i nieréwnosé f(z) = g(x).
N 2e—2 4 —G—x
D) f@)= 22, g@) =t b) fl@) = 25, gla) = =

14. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 2. Dla jakiej warméri pﬁmmet.rl_l m prze-
dzial (—8:0) jest zbiorem ro&quan nieréownosci = { m?!

15. Dla jakich wartosci parametru m wykresy funkcji f(z) = =2 i g(x) = max
maja dokladnie jeden punkt wspolny?

16. Dla jakich wartosci parametru m wykresy funkcji f i ¢ nie maja punktow

ws}}élm'ch'?
a) f )— == glx) =—mzx ¢) L}_ () =(m—1)x
b) flx) = % glz) = maz d) f(z) = m_;:i. glz) =x+m
17. Dla jakich wartosci parametru m dane proste sa réwnolegle, a dla jakich
prostopadle?
1-m o 1 _.‘_r-.‘_m+l_
) y—i_1+3 1 J‘_j b)y‘_l—fﬂ.zl L 'm.—l'r
18. Dla jakich wartosci parametru m nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdego
r e R?
y mz+2 o~ Jx2-=2z+41 (m—3)x+3
rlj x241 >0 h) —x2+ma—1 <0 i } —x? 42 =
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Sposob na zadanie @

Przykiad

# - . - L 2 -‘—2
ROZWIELZ NIeTrOWINoOse

a
r—3

< 1, gdzie x # 3.

Aby rozwiazac to zadanie, mozemy postapi¢ na rozne sposoby.

I sposob
Rozpatrujemy dwa przypadki ze wzgledu na znak mianownika.
1° £ —3 <0, czyli x € (—00;3) 2° £ —3>0, czyli = € (3;00)
2x—2 2 2x—32 : '
22 <1/ (2-3) 22 21/ (z-3)
Zmieniamy zwrot nierownosci. Nie zmieniamy zwrotu nierownosci.
2r —2>x—3 20 —2<xr—3
zT>—1 r<—1
Zatem x € (—1;3). Sprzecznosé z zalozeniem.
- * ## 2 "2 . .
Nierownosc :_E_, < 1 jest spelniona dla x € (—1;3).
II sposob

Mnozymy obie strony nierownosci przez kwadrat mianownika ulamka.
221/ (a—3)? (@ —3)2>0
(22 —2)(x —3) < (v — 3)?
(2 —2)(z—3)—(z—3)2 <0
(z—3)((2r—-2)—(x-3)) <0 + +\ /4_ +
(z=3)(x+1)<0 = X

Nierownosé i‘*‘—__j < 1 jest spelniona dla x € (—1;3).

IIT sposob

Postepujemy nastepujaco:
2zr-2
r—3

2r¢—-2
2 _1<0

Q=2 -3
- (
r—3 r—3 <0

J:-I-rl <0
37_15

Wykorzystujemy fakt, ze iloraz i illoczyn maja ten sam znak i rozwiazujemy
nieréwnosé (x — 3)(xz + 1) < 0, tak jak w II sposobie.

<1

2r—2
r—3

Nierdwnose

< 1 jest spelniona dla x € (—1;3).
Odpowiedz: » € (—1:3)

Sposob na zadanie

175 I



@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

T:

jest zbior:

Punkty P(1,2) i Q(3,4) naleza do wykresu funkcji:

A. f(z) =25, C. f(2) = 1=,
B. /() = T3, D. (=) = T35

Liczba 3 jest miejscem zerowym funkeji f(x) = -;—_“L- + ¢ dla:

A.p=-3,¢q=10, Cip=4;,9=—3,
B, p=2,4=+=1, D, p=d. 0=20.
Funkcja rosnaca w kazdym z przedzialow (—oo; —2) i (—2; 00) jest funkcja:
A. =) =22, C. f(z) = i‘f
B. f(x) = % D. f(z) = ﬁ +8.
Liczby —5 1 1 sa rozwigzaniami rownania:
i:__g:: =3, C. hz:;ﬂ =2+H
B. =T =2-3, D. 2 =z +5.

Zbior R\ {1} jest zbiorem wartosci funkeji:
1 x+1 = 2x+1
A f(z)=—, B.fl@)=1=, ©C fl&)=-25, D.f(z)=""

r—1 r+1 r— x+4-2
. LA A . 3 s i el ® # £ # .I"+5 5 ]. )
Dla ilu liczb calkowitych prawdziwa jest nieréwnosc — = o e ey
A.4 B. 5 C. 6 D. 8
Na rysunku obok przedstawione sa wykresy 4

funkcji f(z) =2(z—2)* i g(z) =L+ 1.
Zbiorem rozwiazan nieréwnosci f(x) = g(x)

B. (3;00), D. (—00;2) U (3; 00). '

Kajakarz plynie po stojacej wodzie z predko-
Scig 10 km/h. Plynac z pradem rzeki, poko-
nuje trase dlugosci 24 km w czasie o godzine

krotszym, niz zrobilby to, gdyby plynal pod prad. Prad rzeki ma predkosc:
A. 1 km/h, B. 1.5 km/h, C. 2 km/h, D. 2.5 km/h.
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Przed obowigzkowa matura z matematyki @

M Zadania krotkiej odpowiedzi
Zadanie 1 (2 pkt) |y

Na rysunku obok przedstawiono wykres

funkcji f(z) = 4L, Powstal on w wyniku

przesuniecia hiperboli y = -—f; Oblicz wspol-

czynniki a i b.

Zadanie 2 (2 pkt) = FEEEE R - B T RN L S

Dana jest funkcja f(x) = 2. Oblicz a, je- - ?() — : —3
r)= -2 1

f{i} T 3x - iy

Zadanie 3 (2 pkt)

Rozwiaz réwnanie |62 — 3| — |1 — 2| = 10.

B Zadania rozszerzone] odpowiedzi

Zadanie 4 (4 pkt)
Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji flz) = 51; + b.
a) Podaj wartos¢ wspoélezynnika b 1 oblicz
najmniejsza wartos¢ funkeji f w przedziale
(336}
b) Wyznacz miejsca zerowe funkeji:

g(z) = f(z) — 2=
Zadanie 5 (3 pkt)

Uzasadnij, ze funkcja f(x)

9rd —x i e

= SPretis Ma tyvlko jedno miejsce zerowe.
Zadanie 6 (4 pkt)
Pierwsza polowe trasy pociag przebyl ze srednia predkoscia v, a druga po-
lowe — ze srednia predkoscia dwa razy mniejsza. Cala trasa ma dlugosé 140 km.
Wyznacz wzor opisujacy zaleznos¢ miedzy czasem t, w jakim pociag przebyl
cala trase. a Srednia predkoscia v. Oblicz ¢ dla v = 120 km/h.

Zadanie 7 (4 pkt)

Ze stacji A do stacji B, oddalonych od siebie o 100 km, wyjechal pociag. Po
przejechaniu 20 km zatrzymal sie z powodu awarii i stal 10 minut. Aby nad-
robi¢ opdznienie, pozostala czesc trasy jechal ze srednia predkoscia 1.2 raza
wicksza niz przed awaria. Oblicz Srednig predkosé, z jaka jechal pociag na
pierwszym odcinku trasy.

Przed matura



@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-4 odpowiedz ma postac trzycyfrowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)

Stosunek dlugosci bokéw prostokata Py jest réwny 6:5. Jesli kazdy bok tego
prostokata skrécimy o 2%, to otrzymamy prostokat P,, w ktorym stosunek
bokdw jest rowny 4 :3. Oblicz obwad prostokata P,. Zakoduj cyfre dziesiatek,
jednosci i pierwsza cyfre po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego
wyniku.

Zadanie 2 (2 pkt)

Liczba x; jest dodatnim pierwiastkiem réwnania =~ = .;;‘_'2. Zakoduj trzy

pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego liczby x;.

Zadanie 3 (2 pkt)
Liczba xy jest miejscem zerowym funkeji f(z) = h — 3. Zakoduj cyfre
jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dx,lemgtne;:o liczby xg.

Zadanie 4 (2 pkt)
Liczba a jest najmniejsza, a liczba b najwieksza liczba naturalna spelniajaca

nierownosé: :
r?—14z+24

r+3 =

Zakoduj trzy pierwsze cylry po przecinku rozwinigcia dziesi¢tnego ilorazu .

Zadanie 5 (4 pkt)

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = o

‘ Dla jakich wartosci parametru m

réwnanie f(x) = m ma dwa IGAWIQ,AdIllﬂ roznych znakow?

Zadanie 6 (5 pkt)

. i . " ; i n e -, . S ; i .
Zbior A jest zbiorem rozwigzan nieréwnosci £=4—£ > 0, a zbiér B — zbiorem
rozwiazan nieréwnosci ’—# 0. Wyznacz zbiér A\ B.

Zadanie 7 (3 pkt)
Dana jest funkcja homograficzna f(x) = *::f =. Dla jakich wartosci parame-

tru m funkcja ta jest rosnaca w kazdym z przedzialéw: (—oc;m) i (m;o0)?

Zadanie 8 (5 pkt)
Wykres funkcji g jest symetryezny wzgledem pl‘ut::l‘f’j x = —1 do wykresu
funkcji f(z) = 2=2£. Rozwiaz nieréwnosé¢ f(z) — g(z) >

Zadanie 9 (4 pkt)

Naszkicuj wykresy funkeji f(z) = —N—j"_l_r oraz g(z) = J{Ej’;l
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4 Trygonometria

Jedna z funkcji trygonometrycznych omawianych w tym
rozdziale jest funkcja sinus — slowo to po lacinie oznacza
zagiecie, zatoke. Jesli znamy wartosé sinusa kata o (w skré-
cie sin ar) oraz dlugosé przeciwprostokatnej ¢ tréjkata pro-
stokatnego, mozemy obliczy¢ dlugosé przyprostokatnej a
(rysunek obok), korzystajac z réwnosci a = ¢sin a.

Na przyklad, cheac sie dowiedziec, na jaka wysokosé siegnie drabina strazacka
o dlugosci 40 m podniesiona pod katem 65°, wykonujemy mnozenie 40-sin 65°.
Poniewaz sin 65° = 0,9, wiec wysokosé¢ ta jest rowna okolo 36 m.




4.1. Trojkaty prostokatne

Twierdzenie Pitagorasa

W trojkacie prostokatnym suma kwadratow diugo-
sci przyprostokatnych jest rowna kwadratowi dlugosci c -
przeciwprostokatne;j.

a® + b = ¢ b :

[stnieje wiele dowoddw tego twierdzenia (patrz str. 213-214), tu korzystamy
z wlasnosci podobienstwa trojkatow.

Dowaod

Rozpatrzmy trojkat prostokatny ABC o przyprostokatnych a i b oraz przeciw-
prostokatnej ¢. Prowadzimy w nim wysoko$¢ C'D (rysunek ponizej). Na pod-
stawie cechy podobienstwa KKK tréjkaty: CBD, ACD i ABC sa podobne.
Z podobienstwa trojkatow ABC i C'BD otrzyvmujemy:

® =% B
c @ T~
a’ = cx c=x+1Y D 2
Z podobienstwa tréjkatéw ABC i ACD
. . (
otrzymujemy: Y b
L 0
r b .
Z o 3
b* = cy A b o

Zatem a? 4+ b* = cx + cy = c(x + y), ale v + y = ¢, czyli a® + b* = .
Cwiczenie 1

Oblicz dlugosé¢ przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego o przyprostokat-
nyvch a i b.

a) a=30,b=40 c) a=2v2-1,b=2v/2+1 e) a=b=2y2
b) a= /5, b=2 d) a=vV5-v3,b=V5+3 f) a=3=2

Cwiczenie 2
Oblicz x.
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Aby sprawdzi¢, czy dany trojkat jest prostokatny, mozna wykorzystac ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli suma kwadratow dlugosci dwéch bokéw trojkata jest rowna kwa-
dratowi dlugosci trzeciego boku, to trojkat ten jest prostokatny.

Dowod

Rozpatrzmy tréjkat T o bokach dlugodci a, b, ¢ takich. ze a® + b* = 2, oraz
trojkat prostokatny T o przyprostokatnych dlugosci a i b.

Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze przeciwprostokatna ¢, trojkata 15 spelnia
warunek ¢i = a? + b*. Zatem ¢; = c.

Oznacza to, ze trojkaty T' 1 T} sa przystajace na podstawie cechy przystawania
BBB. Zatem tréjkat T' jest tréjkatem prostokatnyim.

Cwiczenie 3
Sprawdz, czy tréjkat o danych bokach jest tréjkatem prostokatnym.

a) 3,4, 5 b) 5, 9, 11 c) 9. 40, 41 d) %, g

=g =]

Szezegolne znaczenie maja dwa tréjkaty prostokatne. Jeden z nich to tréjkat
bedacy polowa kwadratu, czyli trojkat o katach 45°, 45°, 90°.

D e
‘ Przekatna kwadratu o boku dlugodci a jest réwna av/2. _fb
N\ {1
, . “
Cwiczenie 4 j A—.

a) Uzasadnij podane wyzej twierdzenie.

b) Oblicz obwdd trojkata prostokatnego réwnoramiennego, ktorego pole jest
réwne 72 cm?,

Drugi wazny tréjkat prostokatny to tréjkat bedacy polows trojkata réwno-
bocznego, czyli trojkat o katach 30°, 60°, 90°.

Wysokos¢ trojkata rownobocznego o boku diugosei a

. . 3
jest rowna ié{ a

B\
A 14 D 1 B

Cwiczenie 5
a) Uzasadnij podane wyzej twierdzenie.

b) Oblicz obwdd tréjkata rownobocznego, ktérego wysokosé jest rowna 6 cm.

4.1, Trojkaty prostokatne
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Cwiczenie 6
Oblicz obwod trojkata ABC.

a) C b) C ¢)
V2 G
. B
A A 6 B

Cwiczenie 7
Oblicz obwod trojkata ABC.
b) € c)

B

Zadania

1. Oblicz pole rownoramiennego trojkata prostokatnego, ktérego:
a) obwdd jest réwny 6(1 + V2,
b) przeciwprostokatna jest o 1 + V2 dluzsza od przyprostokatnej.

2. Jeden z katow ostrych trojkata prostokatnego jest dwukrotnie wiekszy od
drugiego kata. Oblicz pole tego trojkata, jesli wiadomo, ze réznica diugosci
jego przyprostokatnych jest réwna 12 — 44/3.

3. Oblicz ziy.

4. a) Najdluzszy bok tréjkata rownoramiennego ma dlugosé 15 cm, a jeden
z jego katow ma miare 120°. Oblicz obwdd tego trojkata.
b) Katy ostre tréjkata maja miary 30° i 45, a wysokos¢ opuszczona na
najdinzszy bok jest réwna 3 cm. Oblicz obwdd tego trojkata.

5. W tréjkacie prostokatnym jeden z katéw ostrych ma miare 607, a dluzsza
przyprostokatna ma diugosé 18. Oblicz dlugosci srodkowych poprowadzo-
nych z wierzcholkow katow ostrych tego trojkata.
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10.

11,

12,

13.

Oblicz obwéd trojkata ABC.
b) ! e ) c

A r+1 B

a) Oblicz wysokoéé¢ rombu o kacie ostrym 60° i obwodzie 32v/3 cm.

b) Oblicz obwéd rombu o kacie ostrym 45° i wysokoéei 10v/2 cm.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym |AB| = 4/3 cm,
|AC| = |BC| = 4 em. Punkt P jest srodkiem odcin-
ka AB. Oblicz wysokosci tréjkata APC.

Oblicz obwdd tréjkata ACD (rysunek obok), jesli
wiadomo, ze krotsza przekatna trapezu BCDE ma

dlugosé réwng §v/41.

Oblicz pole trojkata prostokatnego, ktorego jeden

z katow ostrych jest dwa razy wickszy od drugiego ¢
kata, a suma dlugosci jego przeciwprostokatneji diuz- D

szej przyprostokatnej jest réwna 2v/6 + 6v/2. 30°
Oblicz obwod tréjkata ABD (rysunek obok), 60°
jesli pole tréjkata BC'D jest réwne 3v/3. A B

Wysokosé trojkata ABC opuszezona z wierzcholka C' ma dlugosé 4. Oblicz
obwaod tego trojkata.

a) C b) ¢
2
L7y
A 10 B A 3 B

a) Dany jest tréjkat prostokatny o przyprostokatnych diugosei 6 cm i 8 em.
Oblicz dlugosci srodkowych poprowadzonych z wierzcholkow katow ostrych
tego trojkata.

b) Jeden z katéw ostrych trojkata prostokatnego ma miare 60°, a jego
przeciwprostokatna ma dlugosé 12 em. Oblicz dlugosci srodkowych po-
prowadzonych z wierzcholkow katow ostrych tego trojkata.

4.1, Trojkaty prostokatne



14. a) Obwdd tréjkata prostokatnego jest réwny 30 em. a jego najdiuzszy bok
ma dlugos¢ 13 ecm. Oblicz dlugosci pozostalych bokéw tego trojkata.
b) Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego ma dlugosé 2 em. Dlugosé
jednej z przyprostokatnych jest srednig arytmetyczna dlugosci przeciwpro-
stokatnej i drugiej przyprostokatnej. Oblicz obwaod tego trojkata.

15. Obwdd rombu jest rowny 4v/41 em, a jedna z jego przekatnych jest o 2 em
diuzsza od drugiej. Oblicz dlugosei tych przekatnych.

*16. Przyvprostokatne trojkata prostokatne-
go maja dlugosci 8 em i 15 cm. Boki
trojkata sa Srednicami polokregow,
ktore wyznaczaja ksiezyce Hipokra-
tesa (rysunek obok). Oblicz sume pél
tych ksiezycdw 1 poréwnaj ja z polem

trojkata.

Ksiezyvee Hipokratesa (Hipokrates z Chios,
grecki matematyk z V wieku p.n.e.)

*17. a) Z kwadratu o boku 1 odcieto na rogach tréjkaty tak, ze otrzymano
oémiokat foremny. Oblicz obwdd tego odmiokata.

b) Z kwadratu odcieto na rogach trojkaty tak, ze otrzymano osmiokat
foremny o boku 1. Oblicz obwod tego kwadratu.

Czy wiesz, ze...

Liczby naturalne a, b, ¢ wyrazajace dlugosci bokéw trdojkata prostokatnego

nazywamy trojkami pitagorejskimi. Sa nimi na przyklad:

3.4,5, bo3%+4%=5% rowniez 6, 8, 10 czy 9, 12, 15

5,12. 13, bo 5° +12°% = 13%, réwniez 10, 24, 26

7,24, 25, bo T? + 24% = 25%, réwniez 14, 48, 50

Wszystkie trojki pitagorejskie mozemy otrzymac, korzystajac ze wzorow:

a=a>—y? b=2y, c=z*+y? gdzie x> yorazz,y € Ny

lub biorac wielokrotnosci otrzymanych liczb.
@ 18. Wykaz, ze jeshi a,b, ¢ sa okreSlone powyzszymi wzorami, to a® + b* = ¢*.
Korzystajac z tych wzoréow, znajdz tréjki pitagorejskie dla:

al =4, y=3, blz=5 y=2, cjz=06 y=1, dlz=8, y=2,
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4.2. Funkcje trygonometryczne kata ostrego

Stosunki dlugosci bokow trojkata prostokatnego sa tak powszechnie stoso-

wane, ze otrzymaly wlasne nazwy.
Definicja
Stosunek dlugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko

kata do dlugosci przeciwprostokatnej nazywamy
sinusem tego kata.

‘ (1]
sina = —
¢ A b C

Stosunek dlugosci przyprostokatnej lezacej przy kacie do dlugosci przeciw-
prostokatne] nazywamy cosinusem tego kata.

b
COs5 0 = -
[

Stosunek dlugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata do diugosci
przyprostokatnej lezacej przy tym kacie nazywamy tangensem tego kata.

(i

tga = >

Stosunek dlugosci przyprostokatne] lezacej przy kacie do dlugosci przypro-
stokatnej lezacej naprzeciwko tego kata nazywamy cotangensem tego kata.

b
ctea = —
& a

Stosunki te nazywamy funkcjami trygonometrycznymi kata ostrego .

Zwroc uwage, ze stosunki te nie zaleza od
wielkosci rozpatrywanego trojkata, a jedynie
od kata «. Z podobienstwa tréjkatow: AB,C,
AB,C5 wynikaja rownosci:

|B1Ci| _ |B2C3]

|z'1f3 1| |ABQ| A

By

sina =

Cwiczenie 1
Uzasadnij, ze dla dowolnego kata ostrego a zachodza nieréwnosci:

sinae <1 i cosa <1
Przykiad 1
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 45°.
sindj” = Tl": = 3’;—5 tgd5” = % =1
cos45° = J = 2 ctgds® =1 =1

4.2. Funkcje trygonometryczne kata ostrego
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Przykiad 2

Oblicz wartosci funkcji trygonometryecznych kata 30°.

|
) B 5 1 e V3 ]
sin 30" = 5 = tg 307 = = -

/3
cos 3" = Z = % ctg 30° =

Cwiczenie 2
Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata 60°.

Przykiad 3
Na rysunku przedstawiono tréjkat prostokatny o bokach 3, 4. 5.
Oblicz wartosci funkceji trygonometrycznyvch kata o.

= 0.6 tea= % = 0,75
=08 ctga =3 =1,(3)

5
sl =

/]

COstx =

Gl Sl

Cwiczenie 3
Oblicz wartosci funkcji trvgonometrycznych katow ostrych trojkata prostokat-
nego o bokach a, b, c.

ala=5b=12,e=13 Dbla=8b=15,c=17 cla=1,b=2v2,¢=3

Dla katoéw ostrych o i 3 z nieréwnosci o« < 3 Cs
wynika nierownosc sin e < sin 3. Aby to uzasad-
nié, rozpatrzmy trojkaty OB,C) 1 OByCs (rysu-
nek obok). Punkty C i €y leza na luku okregu

; . 3 o 1
o srodku w punkcie O i promieniu 1. Cy
Zauwaz, ze sina = |B,C4|, sin 8 = |ByCs| oraz
| B1C,| < |B2Cy|, zatem sin o < sin 3. A a

@) Bo B,
[b] Cwiczenie 4
Uzasadnij, ze jesli a < 3 < 90°. to cosa > cos 3.

Zadania

1. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych trojkata pro-
stokatnego o bokach dlugosei:

a) 6, 8, 10, ) 1,4, V17, e) V5, 2v/5, 5,
b) 7, 24, 25, d) 1, 4, V15, f) v2, V6, 2.
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w trojkacie prostokatnym:

= cosecans kata a: COSeC (¥ = —

= secans kata a: sec o =

Przerysuj tabele do zeszytu

i i Czy wiesz, ze...
1 ja uzupelnij.

Skrot sin pochodzi od lacinskiego stowa
o 30° | 45° @ 60° sinus — zagiecie, zatoka;
' cos to skrot od complementi sinus, czyli

<3 P ? 9

SRV 2 LT sinus dopelnienia;

COS (v SEIIIr i, tg — skrot slowa tangens oznaczajacego
tg v 1 WA styczna.

Przekatna prostokata o bokach dlugosci 1 1 2 dzieli go na dwa trojkaty.
Oblicz wartosei funkeji trygonometrycznych katéw ostrych tych tréjkatow.

Dla trojkata przedstawionego na rysunku obok oblicz:

a) dhugosci przyprostokatnych,
b) wartodci: sin a, cos a, tg a, ctg a
oraz sin /3, cos 3, tg 3. ctg 3. > 113

Oblicz wartosci funkeji trygonometryeznych katow ostrych trojkata prosto-
katnego, ktorego jedna przyprostokatna jest trzy razy dluzsza od drugiej
przyprostokatnej.

Dany jest réwnoleglobok (niebedacy prostokatem) o bokach dlugosci 91 10.
Jedna z przekatnych dzieli ten réwnoleglobok na dwa trojkaty prostokatne.
Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych katéw ostrych tych tréjkatow.

Podstawy trapezu rownoramiennego maja diugoseci 6 1 10, a wysokosé jest
rowna 5. Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata zawartego mie-
dzy dluzsza podstawa trapezu a jego: a) przekatna, b) ramieniem.

Dane sa okrag o Srodku O i promieniu 1 oraz
trojkat prostokatny AOC (rysunek obok). Wskaz
odecinek, ktorego dlugosé jest rownas

a) sina, b)cosa, c)tga, d)ctga.

C

Uzasadnij, ze na rysunku obok:

a) [CO|=——, b)[40|=

COS Ok

1
sina

Rozpatruje sie rowniez funkcje trygonometryczne kata ostrego

=l B

4.2. Funkcje trygonometryczne kata ostrego
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4.3. Trygonometria — zastosowania

Funkcje trygonometryczne wykorzystuje sie w wielu sytuacjach praktycznych.
Ich przyblizone wartosci odezytamy z tablic wartosci funkeji trygonometryez-
nych na str. 384. Mozemy tez skorzystac¢ z odpowiedniego kalkulatora.

Przyktad 1

Wierzcholek latarni morskiej znajduje sie 25 m nad poziomem morza i widac
go 7z jachtu pod katem a = 5°. Jaka jest odleglosé jachtu od podndza skarpy,
na ktorej stoi latarnia?

M

d

G,

Do wyznaczenia szukanej wartosci d wykorzystamy odczytana z tablic przy-
blizona wartos¢ tg5° =~ 0,0875.

25 : 25 25 \
o = —, A — o == g
=g omyll ¢ tga  0,0875 288 ]

Cwiczenie 1
Oblicz wysokos¢ budynku, ktoérego cien ma dlugosé x

w momencie, gdy promienie sloneczne tworza z powierzch-
nia ziemi kat c.

a) x =5 m, a = 58° b)z =12 m, a = 39° ~ -
Przykiad 2
Obserwator widzi czubek drzewa odleglego

od=65m pod katem a = 29° (oczy ma
na wysokosci 1,5 m nad ziemia). Jak wysokie
jest drzewo?

.
65

i 20% =

Z tablic odezytujemy: tg29° ~ 0,5543, czyli @ =~ 65 - 0,5543 ~ 36 m].
Wysokoéé drzewa jest wiec réwna okolo 36 + 1.5 = 37.5 [m].

Cwiczenie 2

Przyjmij jak w przykladzie 2., ze obserwator ma oczy na wysokosci 150 cm
nad ziemia, i oblicz wysokos¢ drzewa, jesli:

a) a=40°, d =22 m, b) &= 14°% d = 100 m.

B 188 4. Trygonometria



Znajomos¢ wartosci funkeji trygonometrycznych moze postuzy¢ do znajdowa-
nia miar katow ostrych trojkata prostokatnego.

Przyktad 3

Drabing dlugosci 5 m oparto o sciang budynku tak, ze dotyka - =/ |48 m

jej na wysokosei 4.8 m. Jaki kat tworzy drabina z ziemiag?

sina = % = 0,96. Z tabeli odczytujemy: a = 74°.

Cwiczenie 3
Jaki kat tworzy z ziemia drabina o diugosci:

a) 6.5 m, jesli oparta o Sciane budynku siega na wysokosé¢ 5.5 m,

b) 4.5 m, jesli jej koniec opierajacy si¢ o ziemie jest odlegly o 1 m od Sciany

budynku?
Zadania
1. Naciagniety sznurek dlugosci 20 m, na ktoérego koncu zamocowany jest

latawiec, tworzy z poziomem kat 70°. Jak wysoko nad ziemia znajduje sie
latawiec?

O ile wyzej siegnie szesciometrowa drabina ustawiona pod katem 737 do
poziomu ziemi od takiej samej drabiny ustawionej pod katem 53°7

Aby obliczy¢ wysokos¢ drzewa, uczen ustawil sie tak, ze koniec jego cienia
pokrywal sie z konicem cienia drzewa. Wiadomo,
ze uczen ma 180 cm wzrostu, |[BC| = 18 m,
a promienie sloneczne padaja pod
katem 317 do powierzchni
ziemi. Jaka jest wysokosc
drzewa? A C

Drabina wozu strazackiego moze by¢ rozsunieta na dlugosé 20 m i podnie-
siona pod katem 72°. Na jaka wysokos¢ siggnie drabina, jesli jest zamoco-
wana 2,4 m nad ziemia?

a) Jaki kat z powierzchnia ziemi tworza promienie sloneczne, jesli drzewo
o wysokosci 20 m rzuca cien dlugosci 17 m?

b) Drabine oparto o Sciane tak, ze dotyka jej na wysokosci 3.6 m i tworzy
z ziemia kat 54°. Jaki kat bedzie tworzyla z ziemia ta drabina, jesli zostanie
oparta o sciane na wysokosci 4 m?
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6. Oblicz wysokos¢ drzewa.
a) a= 15°%, =25 b) ee=10° B =28°,
|AB| =20 m _ |AB| = 40 m

A B A

7. Pilot lecacy samolotem na wysokosci 50 m widzi poczatek pasa startowego

pod katem a = 30°, a jego koniec pod katem G = 10°. Samolot nadlatuje
wzdluz pasa startowego. Jaka jest dlugosé¢ tego pasa?

A B

8. Samolot zblizajacy sie do lotniska leci na wysokosci 2400 m. Do ladowania
musi schodzi¢ pod katem 4°. Jak daleko od poczatku pasa startowego
powinien rozpoczad ten manewr?

9. Startujacy samolot wznosi sie pod katem 15° z predkoscia 80 m/s. Jaka
wysokos¢ osiagnie samolot po 2 minutach od momentu oderwania sie od
ziemi?

10. Dwaj obserwatorzy stojacy w punk-
tach A i B (rysunek obok) w odle-
glosei 400 m od siebie widza nadla-
tujacy wzdluz kierunku AB samolot

I

pod katami o« = 20° i § = 8”. Na jakiej wysokosci leci samolot?

11. a) Wierzcholek komina wida¢ z punktu A pod katem 267, a z punktu B
pod katem 40°. Podstawa komina oraz punkty A i B leza na jednej prostej.
Komin ma wysoko$¢ 20 m. Jaka jest odlegloé¢ miedzy punktami A i B
(pomin grubosé¢ komina)? Rozpatrz dwa przypadki.

b) Wierzcholek komina jest widoczny z powierzchni ziemi pod katem 42°,
a po przejscin 50 m w kierunku komina — pod katem 61°. Oblicz wysokos¢
komina.

@ 12. Obserwator stojacy na szcezycie latarni morskiej na wysokosci a metrow
nad poziomem morza zobaczyl pod katem a do poziomu 16dz plynaca
w kierunku latarni. Po pewnym czasie znoéw spojrzal w tym kierunku i zo-
baczyl te sama 16dz pod katem 3 weiaz plynacg w kierunku latarni. Wy-
kaz, ze odleglosé, jaka 16dz przeplynela miedzy kolejnymi obserwacjami,
byla réwna a(ctga — ctg 3).
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4.4. Rozwigzywanie tréjkatow
prostokatnych

Rozwigzaniem trojkata nazywamy wyznaczenie dlugosci jego trzech bokow

1 wyznaczenie miar jego trzech katow.

Aby rozwigzac trojkat prostokatny, wystarczy znac:

= dlugosci dowolnych dwoch ® diugosé dowolnego boku i miare
bokow s jednego z katow ostrych.

Przykiad 1
Rozwiaz trojkat prostokatny, majac dane dlugosci jego przyprostokatnych:
4 em 1 10 cm.
Dhugosé przeciwprostokatnej obliczamy z twierdzenia Pitagorasa. A

¢ =102 + 42 = V116 = 2v/29 [cm)]
tg B = 1-45 = 0.4. Z tablic (str. 384) odeczytujemy:
3=~ 22" i stad o = 90° — 3 = 6&°.

Przykiad 2

Rozwiaz trojkat prostokatny, ktorego przyprostokatna
lezaca naprzeciwko kata 50° ma dlugosé 8 cm.

a = 90" — 50° = 40°

= sin 50° = 0,760, stad ¢ =~ 10,44 cm.

B oo o oo

= tg 50" = 1,1918, stad a = 6,71 cm.

Cwiczenie 1

Rozwiaz trojkat prostokatny, o ktorym wiadomo, ze:

a) dwa jego dluzsze boki maja dlugosci 9 em i 10 cm,

b) dlugosci przyprostokatnych sa réwne 5 cm i 13 em,

¢) przeciwprostokatna ma dlugosé 15 cm., a jeden z katéw ma miare 377,
d) dlugosé przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata 54° jest réwna 8 cm.

Jesli potrzebna jest wieksza dokladnosé, to miare kata mozemy podawac
w stopniach 1 minutach, a nawet w sekundach.

1° = 60
- § . ] " e A L : .
1 minuta (oznaczana 1') jest réwna a5 Stopnia. 1 — 60"
ac L T e oy [
1 sekunda (oznaczana 1”) jest réwna - minuty. 1° = 3600"

Na przyklad 24,5° = 24°30".

4.4, Rozwigzywanie trojkatow prostokatnych
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Przykiad 3

Wyraz w minutach i sekundach —— kata 45°.
“ 1000 =
45°

45
— - " — 1 = n:] " i — ! 1
1600 — 1060 3600 162 120" 4 42" = 2'42

Cwiczenie 2

Wyraz w stopniach, minutach i sekundach 5 kata:

a) 3607, b) 4°, c) 15°, d) 12°, e) 42°.

Przykiad 4

Dany jest trojkat prostokatny ABC (rysunek obok). Od-

cinek AD jest zawarty w dwusiecznej kata BAC. Oblicz

miary katow trojkata ADC, jesli |AB| = 8, |BC| = 6.
tg $BAC = £ = 0,75, czyli $BAC ~ 37°

Zatem: SCAD ~ L - 37° = 18°30/ i A
JACD = 90° — 37° = 53

JADC =~ 180° — 18°30" — 53° = 108”30/

Cwiczenie 3

I 152

W trojkacie prostokatnym ABC o kacie prostym przy wierzcholku A kat BC'A
ma miare 55°, a |C'B| = 10. Oblicz dlugosc odeinka C D oraz miary katow trdj-
kata BCD, jesli punkt D nalezy do boku AB oraz odcinek C'D jest:
a) zawarty w dwusiecznej kata BCA. b) srodkowa tréjkata ABC.

Zadania

1. W trapezie prostokatnym ABCD (rysunek obok) kat a s

AD B ma miare 43°46'25", a kat ABC — miare 73°42'10". P
a) Wyznacz miary katéw tréjkata BC'D.,
b) Wyznacz miary katéw trojkata ABP, jesli punkt P
lezy na dwusiecznej kata ABC. A‘:\ B

2. Rozwiaz trojkat prostokatny o podanych dlugosciach przyprostokatnych.
a) 4 cm, 6 cm b) 1 em, 7 cm ¢) 8 cm, 10 em

3. Dany jest trdjkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzcholku C.
Rozwiaz ten trojkat, jesl wiadomo, ze:

a) SCAB = 34°, |CB| =6, b) SCBA = 66°, |AB| = 10.

4. Oblicz obwod i pole trojkata rownoramiennego o ramieniu dlugosci 4 i ka-
cie przy podstawie 37°.
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10.

1.

T2

a) Trapez réwnoramienny ma podstawy dlugoéci 6 dm i 10 dm, a jego
obwdd jest rowny 32 dm. Oblicz miary katow tego trapezu.

b) Trapez réwnoramienny ma podstawy dlugosci 4 cm i 8 em oraz wyso-
kos¢ 8 cm. Oblicz miare kata, jaki przekatna trapezu tworzy z jego pod-
stawsa.

¢) W trapezie réwnoramiennym przekatna o dlugosei 13 cm tworzy z ra-
mieniem kat prosty. Oblicz miary katow trapezu, jesli jego wysokosé jest

rowna 5 cm.
D 15 (4

Oblicz dlugosci bokéw AB i AD trapezu prosto- 4 &
katnego ABC D oraz miare kata DC A (rysunek .
obok). A“\ . >

a) Przekatne deltoidu maja dlugosci 20 em i 30 em. Punkt przeciecia prze-
katnych dzieli dluzsza z nich w stosunku 2: 1. Oblicz miary katow deltoidu.

b) Obwdd réwnolegloboku jest réwny 90, a wysoko$é opuszezona na bok
dhugosci 30 jest rowna 10. Oblicz miary katoéw tego rownolegloboku.

Wyznacz katy rombu, jesli wysokos¢ poprowadzona C
do jego boku podzielila go w stosunku 1:3.

W tréjkacie réwnobocznym ABC' o boku dlugosci 12

na boku C'B obrano taki punkt D, ze 3|DB| = |C'D| D

(rysunek obok). Oblicz dlugos$é odcinka ED. Rozwiaz :

trojkat ABD. A EB
C

Srodkowe poprowadzone z wierzcholtkéw A i B tréj-
kata prostokatnego rownoramiennego ABC o ramie-

niu dhugosci 6 em przecinaja sie w punkcie P (rysu- D

nek obok). Rozwiaz tréjkat ABP. A B

Dany jest prostopadloscian o krawedziach podstawy |

dlugosei 1 1 3 oraz wysokodcei 2 (rysunek obok). Ob- e

licz miare kata zawartego miedzy przekatna podstawy

a przekatna prostopadlodcianu. D c
A B—|

Dany jest szescian o krawedzi a (rysunek obok). Wy-

znacz obwod i miary katoéw ostrych tréjkata:

a) BDD',

b) DD'O, gdzie O jest srodkiem odcinka BD. b D > ¢

4.4, Rozwigzywanie trojkatow prostokatnych
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4.5. Zwigzki miedzy funkcjami
trygonometrycznymi

Tozsamoscia trygonometryczng nazywamy rownosc prawdziwa dla wszystkich
wartosci kata, dla ktorych jest okreslona.

Podstawowe tozsamosci trygonometryczne

Dla dowolnego kata ostrego a prawdziwe sa ponizsze zaleznosci.

¥ . COS
1. sin®a+cos’a =1 3. ctga ==
511 ¢
sin e 1
2. tga= e 4. ctga = "
oo

» a & 2 s 1 2 a
Uwaga. Zapis sin® o oznacza (sina)?, analogicznie cos® a = (cosa)?.

Tozsamoéé sin? a + cos? @ = 1 nazywamy jedynka trygonometryczna. B
Dowod jedynki trygonometrycznej

Przy oznaczeniach takich, jak na rysunku obok:

. & b
SNl = — 1 COSx = —
i e

2 2 3 > 3 ‘ 3

: : b 2P 2152 2
51112&-{—(:05"’(1:(5) —I—(—) :ﬂ—2+—2:ﬂt = =1
o e o e c

Zauwaz, ze w przedstawionym dowodzie korzystamy z twierdzenia Pitagorasa.

Cwiczenie 1
Udowodnij tozsamos¢ trygonometryczna.

COS O 1

te o

b) ctga =

COSs o sin e

c) ctga =

Jezeli dana jest wartos¢ jednej funkeji trygonometrycznej, to — korzystajac
z tozsamosci podanych w ramce — mozna wyznaczy¢ wartosci pozostalych
funkcji trygonometrycznych.

Przyktad 1
Oblicz cos a, jesli sina = = oraz « jest katem ostrym.

Layd [<4]

Wartosé cos a obliczymy, korzystajac z jedynki trygonometrycznej:

e 5
('—) + cos~a =1

=

5
('OL-:E r = 15
AN A 25
4  Wartosei funkeji trygonometryeznych
COsyk = — .
5 kata ostrego sa dodatnie.
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Przykiad 2
Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometryeznych kata ostrego a, jesli
1

COs Q0 = 3

Wartosé sin a obliczymy, korzystajac z jedynki trygonometrycznej:

sin? o + (—}j)z =]

sinq = =
9
. 22 Wartosci funkeji trygonometryeznych
BN = —— i S : e
3 kata ostregzo sa dodatnie.
Obliczamy wartosci tga i ctgo:
9./3

sin oy
tg o = =
COSs Y

42
1
3
Aga = —— = —m =
- tg o V2
Cwiczenie 2
Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometrycznych kata ostrego a, jesh:

: d) sina = L

a) sina = 0.8, b) cosa = 2, ¢) cosa = =

Aby obliczy¢ wartosci funkeji trygonometrycznych, mozemy wykorzystac od-
powiedni trojkat prostokatny.

Przykiad 3
Oblicz: sina, cosa, ctga, jesli tga = ;—4 oraz « jest katem ostrym.
Rysujemy tréjkat prostokatny o przyprostokatnych B

a=T1b=24. Dlugos¢ przeciwprostokatnej

obliczamy, korzystajac z twierdzenia 4
Pitagorasa: ;
c=VTTt28=2 4 b C
Zatem:
sina:l, UUS(P:E, (:‘t.g;uf:E
25 25 7

Cwiczenie 3
Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometrycznych kata ostrego «, jesli:

2) tga=2,  b)tga=22 o tga=2  d)ctga=+2

2 20’
Cwiczenie 4
Narysuj odpowiedni trojkat prostokatny i oblicz wartosci pozostalych funkeji
trygonometrycznych kata ostrego «, jesli:

V2

a) sina = -§~ b) sina = ==, ¢) cosa =

V5

5

s = B
d) cosa = =.

& i
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Rozwazmy trojkat prostokatny ABC (rysunek obok).

W tym trojkacie 5 = 90° — a. Zauwazmy, ze: i e
sin 3 = sin(90° — ) = .
= . ¥

i jednoczesnie cosa = g._ zatem sin(90° — a) = cos av. c b 2
Twierdzenie

Dla dowolnego kata ostrego a zachodza réwnosci:

1. sin(90° — o) = cos 3. tg(90° — @) = ctga

2. cos(90" — a) = sina 4, ctg(90° — o) = tg o

(0] Cwiczenie 5
Uzasadnij podane wyzej tozsamosci trygonometryczne: 2., 3. i 4. Oblicz war-

tosci funkeji tryvgonometryeznych kata ostrego a, jesli wiadomo, ze:

a) sin(90° — a) = <+, b) cos(90° — o) = f ¢) ctg(90° — a) =

=LY ]
.

Zadania

1. Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometryeznych kata ostrego a.

jesli wiadomo, ze:

a) cosa =08, ¢) sina =1, e) coso = @ g) tgo = 22,
OSSO = - i L 1. , = 3 — 4
b) cosa =3, d)sina=04, f) tga=3, h) ctga = 3.

2. a) Oblicz sinus kata ostrego a, jesli wiadomo, ze jest on trzy razy wiekszy
od cosinusa tego kata.
b) Oblicz cosinus kata ostrego v, jesli wiadomo, ze jest on dwa razy wickszy

od sinusa tego kata.

3. Czy istnieje kat ostry a spelniajacy podane zaleznosci?

a) sina = 2—? i cosa =1 ¢) tgor =2 i sina:-"@
e .
b) tga =22 i cosa = : d)tga=v5-2 i ctga=+vV5+2

4. Oblicz dlugosci przyprostokatnych trojkata prostokatnego, jesli wiadomo,
ze v jest jednym z katow ostrych tego trojkata oraz:

a) tga = % a dlugosé przeciwprostokatnej rowna jest 10 cm,
b) tga = 3. a dlugos¢ przeciwprostokatnej réwna jest 39 cm.
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[0] 11.

Czy istnieje kat ostry « spelniajacy podane zaleznosci?

a) sina = % i sin(90° —a) =3 c) cosa = lﬂg i cos(90° —a) = gﬁ.fg
b) sine =2 i sin(90° —a) =2 d) tga =2 i tg(90° —a) = %ﬁ

Kat a jest katem ostrym oraz tga = E—EE . Oblicz wartos¢ wyrazenia.

6sina — Bcos® o sin v — 2sin? a + 1
sin” o 1 —sin“ ey
Kat « jest katem ostrym oraz cosa = m. Wyznacz wartos¢ wyrazenia.
a) (1 —sina)(l +sina) ¢) (sina 4+ cosa)?
b) (sina — cos a)(sina + cos a) d) cosatga + sinactga

Uzasadnij tozsamosc¢ podana w ramce obok. Ko-

rzystajac z niej, oblicz wartosci pozostalych funk- 1+ tg?a = o o
cji trygonometryeznych kata ostrego o, jedli:
a) tga = 3, b) tga = %, ¢) tga = /5.

Uzasadnij tozsamos¢ podana w ramce obok. Ko- i
rzystajac z niej, oblicz wartosci pozostalych funk- 1 +ctg?a = ——
cji trygonometrycznych kata ostrego a, jesli:

— 3 i _ 20
a) ctga = =, b) ctga = 3, c) ctga = 5.
Kat a jest katem ostrym i sina + cosa = 1,4. Oblicz warto$¢ wyrazenia.
a) sina - cosa b) sina — cosa ¢) sin® a — cos® a

Wykaz, ze dla kata ostrego o podana rownosé jest tozsamoscia.

a) (1+cosa)(l —cosa)=sin®a d) cos’a —sin' @ = cos? @ — sin® a
b) (1 +sina)(l —sina) =cos’a  e) cos’ a+sin'a = 1—2sin” a cos® a
) S 2cosTa Ecmzfx =sina — cosa f) si“:ﬂ — Ein_i”_ =]
Sin o + Cos o cost ¥ — COS5* (x
Czy wiesz, ze...
Do oznaczania katow zwykle nzywamy liter alfabetu greckiego.
A o alfa H n eta N v ni T 7 tau
B 3 beta e 0 teta = & ksi T v ypsilon
I' v gamma I 1+ jota () o omikron ¢ ¢ fi
A ¢ delta K x kappa II 7w pi X x chi
E £ epsilon A A lambda P p ro Vi) psi
Z ( dzeta My mi 2 o sigma 2 w omega

4.5. Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi
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Trygonometria i astronomia s

Odlegtosci dzielace nas od stosunkowo bliskich gwiazd mozna obliczy¢

na podstawie obserwacji zmiany ich polozenia na tle odlegtych gwiazd.

Astronomowie w tym celu wyznaczaja kat, zwany katem paralaksy. 337
Ma on miare rzedu setnych czesci sekundy. fists SRR A Sy

odlegte gwiazdy

gwiazda widziana —— gwiazda widziana
z Ziemi w grudniu " Z Ziemi W czerwcu

polozenie gwiazdy wyznaczone
na podstawie obserwacji wykonanych

W czerwcu i grudniu
kat paralaksy

/ b
potozenie Ziemi potozenie Ziemi

| r r
W czerwcu . w grudniu

Stonce

\

|l M

Do wyznaczenia kata paralaksy mozemy wykorzystac obserwacje wykonane w czerwcu

i grudniu, gdy Ziemia znajduje sie w dwoch przeciwleglych pofozeniach na swojej orbicie
wokot Stonca (patrz rysunek). Oznaczmy przez r srednig odleglos¢ Ziemi od Storica, rowna
w przyblizeniu 150 min km (wielkos¢ ta zostata nazwana jednostka astronomiczna).
Odlegtosc x obliczamy, korzystajac ze wzoru tg a =§ gdzie a — kat paralaksy.

1 Oblicz odleglosé od Storica najblizsze] nam gwiazdy spoza Ukfadu
Stonecznego — Proximy Centauri, dla ktorej kat paralaksy o= 0,77".
Przyjmij tg 0,77" = 0,00000373.



4.6. Funkcje trygonometryczne
kata wypuktego

W tej 1 kolejnych lekcjach bedziemy rozpatrywacé katy umieszcezone w ukla-
dzie wspolrzednych w ten sposob, ze poczatek ukladu jest wierzcholkiem kata,
a jedno z ramion kata, zwane jego ramieniem poczatkowym, zawiera sie w do-
datniej polosi OX. Drugie ramie bedziemy nazywaé¢ ramieniem koncowym.
Kat odlozony jest od ramienia poczatkowego do koncowego w kierunku prze-
ciwnym do ruchu wskazéwek zegara.
Figure nazwamy wypukla. gdy odcinek taczacy dowolne dwa punkty nalezace
do tej figury jest w niej zawarty. W tym rozdziale rozpatrujemy katy wy-
pukte, ktérych miary naleza do przedzialu (0°;180°). Przypominamy, ze kat
nazywamy rozwartym, gdy jego miara nalezy do przedzialu (90%; 1807).

v y y
120° 1507

O] X 0| X O] X
Cwiczenie 1
Jaka jest miara kata. do ktorego ramienia koncowego nalezy punkt P7 Podaj
wspolrzedne innego punktu nalezacego do ramienia koncowego tego kata.

a) Y b) Y c) Y
P(2.2) £(0:2) P(-2.2)
o & ! . a X
0| X ] X 0| X
Przyktad 1

Dany jest trojkat POA, gdzie P(3,2) i A(3,0). Oblicz dlugo$é odcinka OP
i wartosci funkeji trygonometrycznych kata PO A.

Rysujemy tréjkat prostokatny POA (rysunek obok). Y} png
Oy mints kits, POA praes . |
P{miuwaﬁ (}AI = 3 IAP| = 2‘ 7 twi{}r(:lzunia Pitag;{}— — o {|
rasa otrzymujemy: e =

|'OP| — m — m 0 1 A P X
Zatem sina = ﬁ-q- == z‘l’F COS (v = ﬁ"; = q‘f? tea = % 1 ctga = %

Cwiczenie 2
Oblicz dlugosé odecinka O P i wartosci funkeji trygonometrycznych kata PO A.
a) P(3,4), A(3,0) b) P(6,8), A(6,0) ¢) P(v3,1), A(+/3,0)

4.6. Funkcje trygonometryczne kata wypuklego
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Niech P(x,y) bedzie dowolnym punktem, réznym od poczatku ukladu wspdl-
rzednych, lezacym na ramieniu koncowym kata ostrego a. Wtedy:

. i !
Sl = T{ tg o = -‘;’f- Y
T T | Sl b
COsF = —, ctgoy = — .
r Yy

|
|
gdzie r = |OP| = /a2 + 2 ol = %

Podane wyzej wzory sluza rowniez do zdefiniowania funkeji trygonometrycz-
nych dowolnego kata o € (0% 180°),

Niech P(x,y) bedzie dowolnym punktem, réznym od poczatku ukladu
wspolrzednych, lezacym na ramieniu koficowym kata a € (0°;180°). Wtedy:
sina = %, Cos o = ;55 gdzie r = /22 + 32, Y4
S C Y
tg o = % (z #£ 0, ezyli a # 90°), | r
ks I CH
ctga = i- (y #0, czyli a £ 0° i a # 180°). o 5 =
Przyktad 2 £
Do ramienia koficowego kata a nalezy punkt P(—3,4). NP
Oblicz wartosci funkeji trygonometryeznych tego kata. '
—. L = _i : - @ .,_E ............
tga=;=—3 ciga= v 4
r=+/(-3)2+42 = /25 =5, zatem sina = 3, cosa = —2. EO ”l %

Cwiczenie 3

Do ramienia koncowego kata a naleza punkty P 1 (). Przedstaw ten kat na ry-
sunku i oblicz wartosci jego funkeji trygonometrycznych, korzystajac ze wspol-
rzednych wybranego punktu.

a) P(—4,3), Q(—8,6) b) P(-3.2), Q(-2,6)

Dla « € (0°;907) zachodza nieréwnoéci:

sina >0, cosa >0, tga >0, ctga >0
Dla a € (907 1807) zachodza nieréwnosci:

sina >0, cosa <0, tga <0, ctga <0

Cwiczenie 4
Wybierz dowolny punkt na ramieniu koncowym kata « i oblicz wartosei tych
funkeji trygonometrycznych kata a, ktore sa dla niego okreslone.

a) a=0° b) a = 90r c) a= 180"
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Rozpatrzmy punkt P(x.y) nalezacy do ramienia konicowego kata « oraz punkt
Py (—x,y) nalezgcy do ramienia koficowego kata 180° — a (rysunek ponizej).

Zauwazmy, ze |OP| = |OP| = r, zatem:

sin(180° — a) = £ =sina

cos(180° — a) = _?—* = — oS v
tg(180° — o) = % = —tga
ctg(180° — a) = % = —ctga

Przykiad 3

A
P (-2, AT~ P(x,y)
;T 180 x I
| a 1 =
) X

Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych katow a i 180° — a, jezeli punkt
P(4,3) nalezy do ramienia konicowego kata ¢, a punkt P, (—4,3) — do ramienia

koncowego kata 180° — a.
|OP,| = |OP| =5, zatem:
sinae =2,  sin(180° —a) = 2

cos(180° — o) = —=

a]

5 tg(180° —a) = —f:-

1
ctg(180" — o) = —%

tga =

o &
clga = 3,

Cwiczenie 5
Narysuj w ukladzie wspolrzednych kat

nalezy punkt P(4,2), oraz kat 180" — a.

trycznych katow a 1 180° — a.

Dla o € (07 180°) zachodza wzory:
sin(180° — @) = sina

cos(180° — a) = —cosa

Przykiad 4

tg(180° — )
ctg(180°—a) = — ctga, gdzie a # 0° i a # 180°

«, do ktorego ramienia koncowego

Oblicz wartosci funkcji trygonome-

= —tg e, gdzie a # 90°

Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata 120°.

sin 120° = sin(180° — 60°) = sin 60° = L2

cos 1207 = cos(1807 — 607) = — cos60” =
tg 120° = tg(180° — 60°) =
ctg 120° = ctg(180° — 60°)

— ctg60° =

1
2

—tg60° = —/3
_

3

4.6. Funkcje trygonometryczne kata wypuklego
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Cwiczenie 6
Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata: a) @ = 135°, b) a = 150°.

Dla a € (0°;180°) prawdziwe sa zaleznodci:

sin‘ e + cos?a =1 ctga = ===, gdzie a % 0°, 180°

Sin o

= tg o, gdzie a # 90° ctg o = Er;’ gdzie a = 07, 907, 180°

sin

COS X

Cwiczenie 7
Uzasadnij podane wyzej twierdzenie.

Przykiad 5
Oblicz cos a, jesli a € (90°;180°) i sina = 1.
; Korgystamy z jedynki
142 . =1 i
(T) +cos” o = trygonometryczne;j.

E 5 TE
cosa =32, stad cosa=¥2 lub cosa=—¥2

~[

Dla o € (907: 1807) cosinus jest ujemny, wiec ostatecznie cosa = —

Cwiczenie 8

aicosa, jesli a € (90°; 180°) oraz:

o

57

Oblicz cos

a) sina = b) sina = % ¢) sina = A5

Cwiczenie 9
Oblicz sin”® « i sina, jesli a € (90°;180°

a) cosar = —2, b) cosa = —

oraz.

: ¢) cosa = —¥2,

(] [ S

Zadania

1. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych TR
podanego kata (rysunek obok). i

a) 4 AOP b) 4 A0Q ¢) ¥ AOR

e

2. Punkt P nalezy do ramienia koncowego ka- fo —
ta o, a ]')U.Hkt 'Q 'f-](} I'EIIIiPIli& kﬂflc(nveg{} I LI,
kata 3. Oblicz sina — sin 3. 0 1 A ¥
a) P(-2,4),Q(4,2) b) P(-9.3),Q(2,6) |

3. Punkt P nalezy do ramienia koncowego kata a, a punkt ) — do ramienia
konicowego kata 3. Oblicz cos o + cos 3.

a) P(3,1), Q(-1,1 b) P(-2,4), Q(=4,2) c¢) P(-2,v2), Q(*Z,1)
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Oblicz.
a) sin 120° 4 sin 60°

Oblicz.
) sin 120° — cos 150°
' 3tg 150°
tg 120°— cos 30°
b
) sin 1207

b) sin 135 - sin 150°

teg 150°— tg 1207
(‘.) Bl )

cos 120°

d) tg 135+ cos 457

sin 45 - cos 1357

¢) 4cos150° — 3tg135°

cos 135”+ cos 150°
J sin 120° +sin 1357
] tg 120° - cos 30°

cos 150° 4 cos 607

Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Korzystajac z tablic wartosei funkeji trygonometrycznych (str. 384),
oblicz przyblizone wartosci sin 125° i cos 168°,

sin 125° = sin(180° — 55°) = sin 55° =~ 0,8192

cos 168" = cos(180° — 12°) = — cos12° = —0,9781

Korzystajac z tablic wartosei funkeji tryvgonometrycznych, oblicz przybli-
zona wartosc:

a) sin105°, b) sin165°, c¢) cos130°, d) cos175°, e) tg142°, f) tg163°.

Oblicz: sin® v, sina i tga. jedli o jest katem rozwartym oraz:

B A e 2 N encry — VB

a) cosa = —1, b) cosa = —z, ¢) cosa = —¥2,
2

o, coscx i tga, jesli a jest katem rozwartym oraz:

G = B
b) sina = 3,

Oblicz: cos

a) sina = 3, ¢) sina = -*%Fﬂ

Przeczytaj podany w ramce przyklad.
Narysuj w ukladzie wspélrzednych kat o € (07; 180°), taki ze
tzo= —% Oblicz sina 1 cos a.

Wiemy, ze tga = £, wiec np. punkt P(—2,3) nalezy do ramienia ko-
cowego kata a. Zaznaczamy ten punkt w ukladzie wspolrzednych i ry-
sujemy ramie koncowe kata a.

: — __ B
r=|0P| = /(=22 + 32 = V13, I, e
o i i B o\,
COSA=r = Vs 13 v o9 1X

Narysuj w ukladzie wspélrzednych odpowiedni kat a € (0°:180°) oraz
oblicz sin a i cos a, jesli:
5

b) tga = —=,

. - _E
= c) tga = —¢.

A |

a) tga = —=2,

4.6. Funkcie trygonometryczne kata wypuklego
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Wspébtczynnik kierunkowy prostej

a> 0
! ! 1 }.ﬂ'n

Niech punkt P(z.y) nalezy do prostej y = ax, gdzie a # 0, i lezy w I lub II
¢wiartce ukladu wspolrzednych. Wowezas zgodnie z definicja funkeji tangens:
g— T e
L =tga, cyliy=tga-x
Zauwaz tez, ze dla dowolnego wspolezynnika b prosta y = ax + b tworzy
z osia OX taki sam kat jak prosta y = ax. Wynika stad ponizsze twierdzenie.

Wspdlezynnik kierunkowy a prostej y = ax + b, gdzie a # 0, jest réwny
tangensowi kata «, jaki ta prosta tworzy z osia OX:

a=1tga

1. Wyznacz miare kata, ktéry dana prosta tworzy z osia OX.
a)y:—‘f’gar b) y = 3z ¢) y+ax=0

2. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wyznacz miare kata miedzy prostymi:
= B & iy :
y=-—%r i y= —3z
Prosta y = —%:x; tworzy z osia OX kat a
taki, 7e tga = —%2, czyli a = 150°.
Prosta y = —v/3xz tworzy z osia OX kat 3
taki, ze tg 8 = —V/3, czyli 7 = 120°.

Kat miedzy tymi prostymi jest wiec rowny:
a— 3 =150"—-120° = 30°

Wyznacz miare kata miedzy prostymi:
a) y=—v3x i y=uz, b)yz%‘iar+1 i y=—-x+2.
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4.7. Pole trojkata

Pole trojkata jest rowne polowie iloczynu diu-
gosci boku i wysokosei opuszezonej na ten bok.

=1
= za.h.

Cwiczenie 1
Oblicz pole trojkata rownoramiennego o obwodzie rownym 28 cm, jesli:

a) jego ramie jest o 4 cm krotsze od podstawy,

b) cosinus kata przy podstawie jest réwny 2.
j . I

B
Pole trojkata prostokatnego jest rowne polowie
iloczynu dlugosci jego przyprostokatnych. ¢ a
1
P - _ﬂb &
2 y
A b C

Cwiczenie 2

Oblicz pole tréjkata prostokatnego o przeciwprostokatnej dlugosei 26 cm., jesli:
a) sinus jednego z jego katéw ostrych jest réwny =,

b) tangens jednego z jego katéw ostrych jest rowny 2.4,

c) jego katy ostre av i 3 spelniaja warunek sin a + cos 3 = /3.

Cwiczenie 3
a) Oblicz obwdd tréjkata prostokatnego réwnoramiennego o polu 4.5 em?.

b) Oblicz pole tréjkata prostokatnego réwnoramiennego o obwodzie réwnym
(30 + 15v/2) cm.

Gwiczenie 4

a) Udowodnij podany obok wzor. Pole trojkata 1'0*.» I'mbucznego
_ B . o boku a wyraza si¢ wzorem:
b) Oblicz pole tréjkata réwnobocznego a2/3

o obwodzie réwnym 30v/3 cm. = 1

Cwiczenie 5
a) Oblicz pole tréjkata rownobocznego, ktorego wysokosé jest réwna 4 cm.

b) Oblicz obwdd trdjkata réwnobocznego o polu réwnym 108v/3 cm?.
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Twierdzenie

Pole trojkata jest rowne polowie iloczynu diugosci dwéch
jego bokéw i sinusa kata zawartego miedzy nimi. b
P = Labsina &
2 a
Dowad

Mozliwe sa trzy przypadki ze wzgledu na kat a zawarty miedzy bokami a i b
trojkata. Rozpatrzmy dwa z nich (przypadek trzeci — patrz ¢wiczenie 6.).

1° Kat « jest katem ostrym (rysunek obok).

Niech h bedzie wysokoscia opuszczona na bok a. b i

Woéwezas & = sina, wiec h = bsin a.

Zatem P = %n.h. = %uh sin . a

2" Kat « jest katem rozwartym (rysunek obok).

Niech h bedzie wysokoscia opuszczona na przediuze-
nie boku a. hi b

Wowczas % = sin(180° — ), wiec h = bsin(180°—a). 3 o

Zatem P = jah = jabsin(180° — a).

Korzystamy ze wzoru sin(180° — a) = sina i otrzymujemy P = %ubsin cx.

0] Cwiczenie 6
Uzasadnij prawdziwos¢ wzoru na pole trojkata P = %absin a w przypadku,
gdy kat a zawarty miedzy bokami a i b jest katem prostym.

Cwiczenie 7

Oblicz pole trojkata ABC, gdy:

AB| =6, |BC|=10 i SABC = 30°,

AB| =10, |[AC| =12 i JCAB = 120",

B| = 4v/3, |AC| = V3, ABC = 35° i SACB = 100°,
B|=|AC| =3v2 i SABC =15

)
b) |
c) |A
d) |A
Cwiczenie 8

W trojkacie ABC o polu 12 em?® bok AB ma dlugosé 4 cm. Oblicz dlugosé
boku AC, jesli wiadomo, ze kat C AB ma miare:

a) 30°, b) 45°, ¢) 120°.
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Zadania

s

a) Oblicz pole tréjkata ABC, gdy |[AB| =7, |AC| =51 4CAB = 120°.

b) Oblicz pole tréjkata réwnoramiennego, ktérego ramie ma dlugoéé 8 cm.
a kat przy podstawie ma miare 22°30'.

Obwéd tréjkata réwnoramiennego ABC' (rysunek obok)
jest réwny (12 + 8v/3) cm. Punkt P jest $rodkiem
boku BC, a punkt R dzieli bok AB w stosun-
ku 3:2. Oblicz pole trojkata:

a) APC, b) ARC, c) PRB. A R B

C

a) Podstawa trojkata rownoramiennego jest cztery razy dluzsza od wyso-
kosci opuszczone] na te podstawe. Oblicz obwéd tego trojkata, jesh wia-
domo, ze jego pole jest réwne 36 cm”.

b) W tréjkacie réwnoramiennym o polu 124/3 c¢m? stosunek wysokodci
opuszczone] na podstawe do dlugosci tej podstawy jest réwny -‘f? Oblicz
miary katow tego trojkata oraz jego obwod. D G

W kwadracie ABCD o boku 8 cin punkty F i F
sa §rodkami odpowiednio bokéw AD i AB (rysunek
obok). Oblicz pole tréjkata EFC oraz jego obwdd.

Ramie trojkata rownoramiennego ma diugosé 12
i tworzy z podstawa kat o mierze 45°. A F B

a) Oblicz wysokosé¢ tego trojkata poprowadzona do podstawy.

b) Z wierzcholtka tego tréjkata poprowadzono do podstawy odeinek dzie-
lacy kat miedzy ramionami w stosunku 2:1. Oblicz pola powstalych tréj-

katow.

Stosunek dlugosci ramienia trojkata rownoramiennego do jego obwodu
wynosi 0,3. Pole tréjkata jest réwne 8v/5. Oblicz dlugoséci bokéw tego

tféj]ﬁltﬂ- C

Oblicz obwéd i pole tréjkata BCD oL

(rysunek obok), jesli wiadomo, ze

BR|= [BE, A 10 B D

Rozpatrzmy trojkaty o dwéch danych bokach a i b. Jaka powinna byé
miara kata miedzy tymi bokami, aby pole trojkata bylo najwieksze?
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Czy wiesz, ze...
Jezeli dane sa dlugosci bokéw a, b, ¢ tréjkata, to mozna obliczy¢ jego pole,
korzystajac ze wzoru Herona (Heron z Aleksandrii, I wiek n.e.):
P = +/p(p—a)(p—b)(p—c)
jest polowa obwodu trojkata.

gdzie p = %Em
Trojkatami Herona nazywamy tréjkaty, ktorych
diugosci bokéw oraz pole wyrazaja sie liczbami

naturalnymni.

Przykladem tréjkata Herona jest trdojkat o bokach
5. 5, 8 (ktéry powstal przez zlaczenie dwoch tréj-
katow prostokatnych o bokach 3, 4, 5) oraz trojkat
o bokach 4, 13, 15 (ktory powstal przez odcigcie
7 trojkata prostokatnego o bokach 9, 12, 15 tréj-
kata prostokatnego o bokach 5, 12, 13).

9. Oblicz pole tréjkata o podanych bokach, korzystajac ze wzoru Herona.
Czy trojkat ten jest trojkatem Herona?

a) 3,4, 5 ¢) 5,5,6 e) 9, 10, 17
b) 4,5 7 d) 4, 6, 8 f) 7,15, 20

@ 10. Dany jest trojkat. w ktorym kat miedzy bokami o dlugosciach x i 2z ma
miare 120°. Uzasadnij, ze pole tego trojkata jest dwukrotnie wicksze od
pola trojkata rownobocznego o boku diugosci .

@ 11. Dany jest trojkat rownoramienny o podstawie réwnej a 1 kacie przy podsta-
wie 157, Uzasadnij, ze jesli wysokos¢ opuszezona na podstawe jest rowna h,
to ramie tego tréjkata ma diugosé v2ah.

@ 12. Miary katow trojkata wynosza odpowiednio: a, 3, 7. a jego pole jest

rowne P. Wykaz, ze:
2P sin o
i = e
sin Jsin =

egdzie a jest dlugoscia boku lezacego naprzeciw kata a.

C
* 13. Pole trojkata ABC jest rowne 21 (rysunek obok). P
Oblicz pole trojkata, ktorego boki sq zawarte w pro- Q)
stych: AP, BQ i CR, jedli |RB| = £|AB|,
|PC| = 1|BC)| oraz |QA| = |CA|. A R B
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4.8. Pole czworokata

Aby obliczyé pole dowolnego czworokata, mozemy podzieli¢ go na dwa troj-
katy, a nastepnie obliczyv¢ pola tych trojkatow 1 je dodaé. Do obliczania pol
szezegolnych czworokatow, takich jak réwnoleglobok, romb i trapez, mozemy
stosowac odpowiednie wzory.

Rownoleglobokiem nazywamy czworokat majacy dwie pary bokéw réwnole-
glych.

Pole rownolegloboku jest réwne iloczynowi diu- b /1
Foow " Fon " }
gosci boku 1 wysokosci opuszczonej na ten bok. LA
o CANTE
P=a-h =

Cwiczenie 1
Boki réwnolegloboku maja dlugosci 6 cm i 10 cm, a jego kat ostry ma mia-
re 60°. Oblicz wysokosci tego réwnolegloboku i jego pole.

Cwiczenie 2
Udowodnij podany
obok wzor.

Pole réwnolegloboku o bokach a i b oraz kacie
ostrym o wyraza sie wzorem P = absin o,

Cwiczenie 3
Oblicz pole réwnolegloboku, ktorego boki maja dlugosci 81 12, a kat:

a) ostry ma miare 45°,  b) rozwarty jest piec¢ razy wickszy od kata ostrego.

Cwiczenie 4

a) Uzasadnij, ze przekatne réwnolegloboku dziela go na cztery trdjkaty o réw-
nych polach.

b) Oblicz pole réwnolegloboku, ktérego przekatne maja dlugosei 5 em i 10 em
oraz przecinaja sie pod katem 30°.

Rombem nazywamy czworokat majacy wszystkie boki rowne.

Aby obliczy¢ pole rombu., mozemy zastosowad wzor na pole rownolegloboku
lub skorzystac z tego, ze przekatne rombu przecinaja sie pod katem prostym,
a ich punkt przeciecia dzieli je na polowy.

Cwiczenie 5
Udowodnij podany
obok wzor.

Pole rombu o przekatnych dlugosci d;. ds wyra-
za sie wzorem P = %d]dg.

4.8. Pole czworokata
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Przykiad 1

Ile jest rowna wysokos$é rombu o przekatnych diugosei 6 cm 1 8 em?

Dhugosdd¢ boku rombu obliczamy z twierdzenia D C

Pitagorasa: a* = 3% + 42, czyli a = 5 cm.
Pole rombu: P = %dldg = % 68 =24 [em?].

Ale jednoczesnie P = ah, czyli h = ﬁ._ zatem:
I

h= 25—4 = 4,8 [cm)]

Cwiczenie 6
Oblicz pole i wysokosé rombu o boku:
a) 13 em i dluzszej przekatnej réwnej 24 cm,

b) 6 cm i kacie ostrym « takim, ze cosa = -‘—,_

Trapezem nazywamy czworokat majacy co najmniej jedna pare bokow row-

noleglych.
Pole trapezu o podstawach dlugosci a, b b
i wysokosci h wyraza sie wzorem: : I
_iawd, B
2 i}

Uzasadnienie wzoru na pole trapezu

Pole trapezu ABCD jest rowne sumie pol trojka-
tow ABD i BCD. Trojkaty te maja taka sama wy- D b C
sokos¢ h, a ich pola sa réwne:

=

1 1

o2

Zatem pole trapezu P = fah + 1bh = L(a + b)h. A a B

Cwiczenie 7
Oblicz pole i obwod trapezu rownoramiennego, jesli wiadomo, ze:

a) jego podstawy maja diugosci 10 i 6, a przekatna ma dlugosc 9,
b) jego ramie ma dlugoéé 7, krotsza podstawa 5, a wysokos$¢ jest réwna 3v/5,

¢) jego krétsza podstawa ma dlugo$é 3v/3, dluzsza podstawa 7v/3, a miara
kr'}t-ﬁ l‘DZWﬂrtﬂgn ‘l,:'r}rnﬂsi 1:}0

d) jedna z jego podstaw jest trzy razy dluzsza od drugiej, przekatna ma diu-
goi¢ 9, a wysokos¢ jest réwna 3+/5.
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Zadania

1. a) Oblicz pole réwnolegloboku, w ktérym kat rozwarty ma miare 1507,

[p] 2.

a boki maja dlugosci 4 em i 9 cm.
b) Pole réwnolegloboku wynosi 8 cm?, a jego obwéd 24 cm. Oblicz wyso-
kosci tego réwnolegloboku, jeshi sinus jego kata ostrego jest rowny 0.25.

a) Wykaz, ze jesli przekatne rownolegloboku o dlugosciach p i ¢ przecinaja
sie pod katem a. to pole réwnolegloboku wyraza sie wzorem:

P= %pq SIT1 (v
b) Przekatne réwnolegloboku o dlugosciach 6 cm i 10 ¢ tworza z jednym
z bokow odpowiednio katy 12° 1 33°. Oblicz pole tego réwnolegloboku.

Przekatne réwnolegloboku o polu réwnym 16v/2 em? przecinaja sie pod
katem, ktorego sinus wynosi @ Jedna z przekatnych tego rownolegloboku
jest trzykrotnie dluzsza od drugiej.

a) Uzasadnij, ze krétsze boki tego réwnolegloboku sa prostopadle do jed-
nej z jego przekatnych.

b) Oblicz obwod tego rownolegloboku.

a) Przekatne rombu maja dlugosci 12 em i 16 em, a jego kat ostry ma
miare c. Oblicz sin a.

b) Pole rombu o obwodzie réwnym 48 cm wynosi 108 ecm?. Oblicz wysokosé
tego rombu.

W prostokacie o przekatnej dlugosci 12 em polaczono odcinkami srodki
sasiednich bokéw. Otrzymany romb ma pole réwne 12v/3 em?. Oblicz war-
toscl funkeji trygonometrycznyeh kata ostrego tego rombu.

W trapezie prostokatnym o polu 90 em?® i kacie ostrym 45° dluzsza prze-
katna tworzy z podstawami kat o taki, ze tga = :1;- Oblicz obwaod tego

trapezu.
D C

W trapezie prostokatnym (rysunek obok) sinus kata DAB
jest rowny *;—F’ . a boki AD i AB maja odpowiednio
dlugosci 10 cm 1 14 em. Oblicz pole tego trapezu.

A
A B

a) Oblicz pole trapezu rownoramiennego, ktorego kat ostry ma miare 307,
a podstawy maja dlugosci 4 ecm 1 10 cm.

b) Trapez rownoramienny o podstawach dlugosdci 2 em i 4 e ma pole
réwne 18 cm?. Oblicz sinus kata, pod jakim przecinaja sie przekatne tego
trapezu.

4.8. Pole czworokata
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@ 9. a) Na rysunku obok przedstawiono deltoid

)

)
o)

*

*

I 212

10.

i

12.

13.

14.

15.

16.

o przekatnych d, i dy. Uzasadnij, ze jego pole

wyraza sie wzorem: B dy
P - :‘Jé"d:|d2

b) Krétsza przekatna deltoidu o bokach 3v/2

1 5 ma dlugos¢ 6. Oblicz pole tego deltoidu.

Dzialke budowlana w ksztalcie trapezu o bokach dlugosci: 50 m, 25 m,
20 m i 25 m podzielono linia réownolegla do podstaw tak. ze obwody kazdej
z nowo powstalych dzialek sa rowne. Ile metrow biezacych siatki potrzeba
do ogrodzenia obu dzialek (siatka miedzy dzialkami jest wspdlna), jezeli
beda one mialy furtki o szerokosci 1.5 m? Oblicz pola powierzchni tych
dzialek.

Przekatne AC' i BD trapezu ABCD o podstawach AB i C'D przecinaja
sie w punkcie F.

a) Wykaz, ze pole tréjkata AED jest réwne polu trojkata BEC.

AB| = 12, |CD| = 3, a pole

b) Oblicz pole trapezu, jesli wiadomo, ze
trojkata BEC jest rowne %
¢) Pole trojkata ABE jest réwne S, a pole trojkata DEC jest réwne Ss.
Wykaz, ze pole trapezu ABCD jest réwne Sy + Ss + 21/5, 5.

D b C

Udowodnij, ze odcinek laczacy srodki ramion / \

AD i BC trapezu ABCD (rysunek obok) ma - \
R

dliugosc . A a B

Ramiona trapezu maja dlugosci 3 em i 4 cm, krotsza podstawa ma dhugosé

7.5 em, a odcinek laczacy srodki ramion — 10 ¢m. Oblicz dlugosé dluzsze]
podstawy tego trapezu i jego pole.

Ramiona trapezu maja dlugosei 7 cm i 9 em. Odcinek laczacy $rodki ra-
mion dzieli trapez na dwie czedci, ktérych stosunek pél jest réwny 2. Oblicz
pole trapezu, jesli wiadomo, ze suma dlugosci jego podstaw wynosi 16 cm.

Przekatne trapezu réwnoramiennego o polu S zawieraja sie w dwusiecz-
nych jego katow ostrych. Jedna z podstaw jest dwa razy diuzsza od drugiej.
Oblicz miary katow i dlugosci bokow tego trapezu.

Dzialke budowlana w ksztalcie trapezu réwnoramiennego o bokach diugo-
$ei: 50 m, 20 m. 50 m, 80 m podzielono na dwie czedci o réwnych polach
powierzchni plotem réwnoleglym do podstaw trapezu. Jaka jest dlugosé
plotu rozdzielajacego te czesci?
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4.9. Zagadnienia uzupetniajace
B Dowody twierdzenia Pitagorasa

Znanych jest wiele dowodéw twierdzenia Pitagorasa. Autorem pierwszego
z przedstawionych ponizej dowodow jest 20. prezydent Stanow Zjednoczo-
nych James Abram Garfield [czyt. dzejms abram garfild] (1831-1881).

Dowod 1
Rozpatrzmy tréjkat prostokatny ABC o przyprostokatnych a i b oraz prze-
ciwprostokatnej ¢. Rysujemy trapez prostokatny ABDE o podstawach a
i b oraz wysokosci a + b (rysunek obok). Kat ACE jest
katem prostym (uzasadnij). Pole P trapezu jest suma pol
trojkatow ABC, CDE i ACE:

P = lab+ jab+ ic?
Korzystamy teraz ze wzoru na pole trapezu:

P=1(a+b)(a+b)

=i
i otrzymujemy rownosc:
(a+b)? = 2ab + *

Zatem a® + b* = 2. A b B

Dowad 2

Rozpatrzmy trojkat prostokatny o przyprostokatnych a i b oraz przeciw-
prostokatnej ¢. Rysujemy kwadrat o boku a + b i wewnatrz niego kwadrat
o boku ¢ (rysunek ponizej).

E a D
gl

b

a b

Duzy kwadrat ma bok rowny a + b, wiec jego pole:
P = (a+0b)*
Pole duzego kwadratu jest réwne sumie pola ma-
lego kwadratu i pdl czterech tréjkatow:
P=c*+4-2a-b

Zatem a? + 2ab + b* = ¢* + 2ab, czyli a® + b* = .

L b i}
@ 1. Udowodnij twierdzenie Pita- . .
gorasa, korzystajac z przed- b
stawionych obok rysunkow.
b b
a
b “ b
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@ 2. a) Udowodnij twierdzenie Pitagorasa, wyznaczajac pole
duzego kwadratu przedstawionego na rysunku obok.

b) Przyjmij, ze bok duzego kwadratu ma dligosc¢ 8, €| a

# " A T
a bok malego — dlugosé 2. Oblicz dlugosci przyprosto- 4

katnych a 1 b.

b

(]

Dowaod 3

Rozpatrzmy dwa kwadraty o bokach a i b po-
lozone jak na rysunku obok. Suma ich pél jest
rowna a® + b°. a

Trojkaty prostokatne o przyprostokatnych a
i b oraz przeciwprostokatnej ¢ sa przystajace

(rysunek ponizej).

P Niebieski trojkat
obracamy wokél
punktu P, a zolty —

@ 0 wokol punktu Q. az
3 otrzymamy kwadrat

= b o boku e.
b a Zatem a® + b* = 2.

Twierdzenie Pitagorasa mozna sformulowac¢ nastepujaco:

Pole kwadratu zbudowanego na przeciwprostokatnej trojkata prostokat-
nego jest rowne sumie pol kwadratow zbudowanych na jego przyprosto-

katnych.

Szkic dowodu 4 D
= Trojkaty FAC i BAE sa przystajace. P
= Pole trojkata FFAC jest rowne polowie pola

kwadratu AFGB. E

s Pole trojkata BAFE jest rowne polowie pola C
prostokata AEPR.

= Pole kwadratu AFGB jest rowne polu pro-

stokata AEPR. A B
» Pole kwadratu C'BH I jest réwne polu pro-
stokata DC'RP.

Przedstawione powyzej rozumowanie pochodzi
z | ksiegi Elementow”™ Euklidesa. F i

@ 3. Podaj uzasadnienia kolejnych etapéw szkicu dowodu 4.
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B Odcinki w trapezie

Twierdzenie

Dany jest trapez o podstawach a i b. Odcinek laczacy ramiona tego
trapezu, réwnolegly do jego podstaw oraz przechodzacy przez punkt

przeciecia jego przekatnych, ma dlugoscé réwna sredniej harmonicznej

: ' - ﬂ-
diugosci podstaw: G

Szkic dowodu
Trojkaty ABP i CDP sa podobne, wu;c = 2

Z podobienstwa tréjkatow GDP i ADB " D [ C
e —'”Jj” =L l=g41=2t

Stad |GP| = +b

APHC ~ AABC, zatem aualngicznie:

If:_IHi = “H’ , czyli |PH| = HM

Stad |GH| = |GP|+ |PH| = (f—‘—ﬂ

Twierdzenie

Dany jest trapez o podstawach a i b. Odcinek rownolegly do podstaw
tego trapezu, dzielacy go na dwa trapezy o rownych polach, ma dlu-

B— . — . - “4b
gos¢ rowna sredniej kwadratowe) dlugosci podstaw trapezu: 4/ = ; :

Szkic dowodu D b C
Pole trapezu ABCD: P = ”f’{h, + hs).

Odcinek EF jest rownolegly do podstaw trapezu he

ABCD i dzieli go na dwa trapezy o rownych gl r
polach, zatem: “££ . h, = %, wiec hy = % Oraz ks ? \
bd-a i = <

St h.g =3 Wl@{. hg == Eias A a ; B

Stad otrzymujemy:
__ath (_P P 2(a+x)(b+x)
E= ( +b+z) i F

a-1-r

20a+z)(b+2)=(a+b)(b+2x+a+2)

- # 3 2 ;
7 ostatniego réwnania wyznaczamy r = y/ % 'JH '

@ 4. Uzupelnij powyzsze szkice dowoddow o niezbedne nzasadnienia.
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v
Zestawy powtorzeniowe

B Zestaw |

1. Przekatna prostokata ma diugosc¢ 10, a obwod kazdego z trojkatow po-
wstalych przez podzial prostokata przekatna jest réwny 24. Oblicz pole

prostokata.
2. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych 6
katéow a i 3 trojkata ABC (rysunek obok). g 3
A 6 D B

3. a) Obwad trojkata prostokatnego jest rowny 60, a tangens jednego z jego
katow ostrych wynosi 2,4, Oblicz dlugosci bokéw tego trojkata.

b) Pole tréojkata prostokatnego jest réowne 4v/2, a sinus jednego z jego
katow ostrych jest rowny % Oblicz obwdd tego trojkata.

¢) Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego ma diugosé 16. Wiadomo,
ze dla jego katow ostrych a i J zachodzi réwnosé sinacos 3 = % Oblicz
pole tego tréjkata.

4. Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych katéw ostrych tréjkata ABC'.
a) A(0,0), B(3,0), C(0,2) c) A(—6,1), B(6,—-4). C(6.1)
b) A(0.0), B(6,0), C(6.4) d) A(-1,-5), B(4,5), C(—-4,1)

5. Oblicz warto$ci pozostalych funkeji trygonometrycznych kata ostrego o,

jesli wiadomo, ze:
a) sina =01, ¢) cosa= e) tga = +, g) ctga = %,
1

1
87
b) cosa=0,9, d)sina= 34; f) tga = /5, h) ctga = 2.
| 6. Rozwiaz trojkat rownoramienny ABC o podstawie AB, jesli:
a) SACB = 40°, a wysoko$¢ C'D trojkata ma 6 cm,
b) jego obwdd jest rowny 34 cm, a wysokosé C'D ma 13 em,

¢) jego pole jest réwne 12 cm?, a SCAB = 40°,

228l
o

a) Na plaskim terenie stoi 7T0-metrowa wieza. Obserwator widzi jej wierz-
cholek pod katem 12° do poziomu. Jaka jest odleglos¢ obserwatora od
podstawy wiezy? Pomin wzrost obserwatora.

b) Line podtrzymujaca maszt przymocowano do niego na wysokosci 110 m
nad ziemia 1 zakotwiczono w ziemi w odleglosci 40 m od podstawy masztu.
Oblicz miare kata, jaki lina tworzy z poziomem.
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=

& 8.

= 10.

Z punktu obserwacyjnego O znajdu- 0

jacego sie na wysokosci 4.5 m nad
ziemia widac¢ brzegi rzeki pod katami
a = 32° 1 3 = 18 (rysunek obok). _
Oblicz szerokos¢ rzeki w tym miejscu. 4 B ' C

Turysta idzie prosta droga wznoszaca sie pod katem 57.

a) Jaka roznice pozioméw pokona po przejsciu 0,5 km?

b) Jak dlugo musialby i8¢ ta droga z predkoscia 4.5 km/h, aby pokonaé
roznice poziomow rowna 130 m?

Z punktow A i B odleglych od siebie o 800 m wida¢
szezyt gory S pod katami o = 29° 1 # = 50° (rysunek
obok). Oblicz wysokos¢ SC' tej gory.

W Zestaw |l

1.

W tréjkacie ABC kat ACB ma miare 75°, bok AC ma diugosé 4v/3 cm,
a wysokosé opuszezona z wierzcholtka C jest réwna 6 em. Oblicz pole tego
trojkata.

Dany jest trojkat rownoramienny o ramieniu dlugosei 6 em 1 kacie przy
podstawie 30°. Oblicz odleglosci punktu przeciecia prostych zawierajacych
wysokosci tego trojkata od jego wierzcholkow.

Przeczyta] informacje w ramce, a nastepnie rozwiaz zadanie.

Punkt w trojkacie. dla ktorego suma jego odleglosci od wierzcholkow
trojkata jest najmniejsza, nosi nazwe punktu Fermata (punktu Torri-
cellego). Mozna wykazad, ze:

o jesli ktorys z katow trojkata ma miare 120° lub wieksza. to punktem
Fermata jest wierzcholek tego kata;

o jesli wszystkie katy trojkata maja miary mniejsze od 120°, to punkt
Fermata lezy wewnatrz trojkata i kazdy z bokéw trdjkata widac z tego
punktu pod katem 120°.

Dany jest trojkat prostokatny rownoramienny ABC o przeciwprostokatne;
dlugosci 2. Niech punkt P bedzie takim punktem tego trojkata, ze suma
jego odleglosci od wierzcholkow trojkata jest najmniejsza. Wykaz, ze su-
ma ta jest rowna 1 4 V3.
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4. Dany jest trapez prostokatny o kacie ostrym «, dluzszej podstawie a, krot-
szej podstawie b 1 wysokosci h. Oblicz obwdd 1 dlugosci przekatnych tego
trapezu, jesli:

a) a=00% a=8 cm, h= 6v/3 cm, b) a=30° b=10cm, h =4 cm.

5. Przekatne trapezu rownoramiennego ABCD przecinaja sie pod katem
prostym w punkcie P. Podstawy trapezu maja dlugosci: |AB| = 12 cm
i |CD| =4 em. Wyznacz wartosei funkeji trygonometrycznych kata PAD.

6. Podstawy trapezu maja dlugosci 10 i 4, a jego ramiona tworza z dluzsza
podstawa katy 45 1 60°. Oblicz pole tego trapezu.

*7. W trapezie rownoramiennym przekatna o dlugosci 10 em tworzy z jednym
z ramion kat 90°, a z drugim — kat 30°. Oblicz obwdéd tego trapezu.

8. Narysuj w ukladzie wspélrzednych kat «, do ktorego ramienia koncowego
nalezy punkt P. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych tego kata.

a) P(1,4) b) P(—1,4) ¢c) P(—3,2) d) P(~2,3)

@ 9. Uzasadnij, ze nie istnieje kat a € (07 180°) spelniajacy podane réwnanie.
a) tcosa+1=1cosa b)) Visina=5-V5 ) 3cosa+V3=0

10. Oblicz.

a) sin30°(cos0” — 2 cos 1357) e) cos135° - sin90° — sin 1357 - cos 90°
b) (cos30° 4 cos 150°) - tg 75" f) sin15°- (tg135° + 1) + cos® 0°
sin 150° — 2sin30° qEo tg 60° . 2 o
{‘.) cos 45° t8 135 g} sin 30° — cos 150° +sin” 180
sind5° 4 cos150° oo tg 120° + tg150° . ane
d) T cos 180 h) e : sin 90
@ 11. Uzasadnij, ze podane wyrazenie przyjmuje wartosc 1.
a) sin®37° + sin® 53° ¢) sin20° - cos 70° + cos® 20°
b) sin® 18° + sin® 72° d) sin®26° + sin 64° - cos 26°

Wskazowka. Skorzystaj z zaleznosci cosa = sin(90° — a).

*12. Ekierki majace ksztalt polowy kwadratu o boku 20 c¢m
sa produkowane z drewnianych listew o szerokosci 2 cm
i grubosci 2 mm. Jaka jest objetos¢ drewna zuzytego do
wyprodukowania 1000 takich ekierek? Pomijamy obje-
tos¢ odpadow. Jaka bylaby objetosé drewna zuzytego
do wyprodukowania z takich samych listew 1000 ekie-
rek majacych ksztalt polowy trojkata réownobocznego o boku 24 em?
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Sposob na zadanie

Przykiad

Dany jest trojkat rownoramienny o podstawie diugosci 4 cm
i ramionach dlugosci 6 em. Oblicz wysokos¢ tego trojkata
OPUSZCZONE Na jego ramie.

Aby rozwiaza¢ to zadanie, mozemy postapi¢ na rézne
sposoby:.

I sposob
Mozemy skorzysta¢ z podobienstwa trojkatow APB
: . o _|AP| _ |CD| A
i CDB (cecha podobiefistwa KKK): ABl = (GBI
Na podstawie twierdzenia Pitagorasa: [CD| = V62 — 22 = /32 = 44/2 [em],
zatem: : | :
__|AB|-|CD| _ 4-4v2 _ 8v2 |
|AP| = = [em)]

II sposob
Kat [ jest katem ostrym trojkata C' D B:
cosf3 = el 2 2

iIcB| 6 3

1_(1)2_ 8 _ 2v2
-7 MG A T

Kat 3 jn:-“-:‘r rowniez katem ostrym tréjkata ABP. wiec:
il = |AB|-sinff=4- Zf = %ﬁ [em].

Zatem sin 3 =

sin /4 = m

II1 sposob
Obliczamy wysokos¢ C'D trojkata ABC: |CD| = /6 = 4y/2 [cm].
Pole trojkata ABC zapisujemy na dwa sposoby:

P =1|AB|-|CD|= = 8v/2 [cm?]
oo é|BC| |AP| =3 -6 |AP| = 3|AP| [cm?]
Pordownujemy wyznaczone wyrazenia i otrzymujeny:

3|AP| = 8v2, stad |AP|= %ﬁ cm

B3l b e
s H

IV sposob
Oznaczmy |PB| = x, wéwezas |PC| = 6 — x. Korzystamy z twierdzenia Pita-
gorasa dla trojkatow APB oraz APC i otrzymujemy uklad réwnan:
AP|? = 4% — 27
{ |AP|* =6 — (6 — x)*

P 5 s : 4
Rozwiazujemy uklad réwnan i otrzymujemy: x = 3 cm 1 |AP|= "F C

Odpowiedz: |AP| = %{: cm
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@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

s

Trojkat prostokatny. ktorego przeciwprostokatna ma dingosé ¢, moze mied
pole réwne:

A. 3¢, B.

2, .

e D. .

=

Dany jest trapez rownoramienny, ktorego ramiona sa tej samej dlugosci co
krotsza podstawa. a dluzsza podstawa jest dwa razy dluzsza od krotszej.
Przekatne tego trapezu przecinaja sie pod katem:

A. 90°, B. 60°, C. 45°, D. 30°.

Jezeli a jest katem ostrym oraz sina = % to cosa jest rowny:
4 V6 2.6 1

At g. Bi ?1 Cl 5 5 Dt ]a

Jesli e jest katem ostrym oraz cosa = % to e nalezy do przedzialu:

A. (0°:307), B. (30°;45%), C. (45°;60°), D. (607;90°).
Jezeli przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego ma diugosé 50 cm, a si-
nus jednego z jego katow ostrych jest rowny ;’% to:

A. pole tego trojkata jest réwne 300 em?,

B. obwdd tego trojkata jest réwny 112 cm,

C. cosinus jednego z katow ostrych tego trojkata jest rowny %,

D. tangens jednego z katow ostrych tego trojkata jest rowny %%’-

Dla v = 60° prawdziwa jest roéwnosc:

A. V3sina + % = tg 30°, C. cosa + cos(90° — ) = 7-51—“
B. sin®a —cos?a =1, D. 2sina + cosa = Tfﬁ
Wskaz wyrazenie, ktorego wartosé jest rowna 1.

A. 5in40° — cos 50° C. 2sin* 30° — 2 cos® 30°

B. sin?29° + cos61° D. sin® 30" + cos® 45" + 1 tg45°

Wskaz wyrazenie, ktorego wartosc jest rowna 1.

A. sin61° + cos 151° C. sin 151" - cos61°

B. sin 151" — cos61” D. sin 1517 : cos61°

Wartosé wyrazenia (sin 150° + tg 135%) - % jest liczba przeciwna do
liczby:

Ao, B. 1, C. V3, D: =3
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Przed obowigzkowa matura z matematyki @

M Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)

Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokat-
nych dlugosci V2 i 2y/2 oraz katach ostrych o
i 3. Oblicz sin « - sin 3.

Zadanie 2 (2 pkt)
Dany jest okrag o srodku O i promieniu 6 (ry-
sunek obok). Oblicz diugosé cieciwy AB, jesli

sina = (,8.

Zadanie 3 (2 pkt)

Punkt P jest spodkiem wysokosci trojkata ABC opuszezonej z wierzcholka C'.
Oblicz dlugosci odeinkéw AP i BP, jesli |[BC| =61 |AB| = |AC| = 8.
Zadanie 4 (2 pkt)

Oblicz cosinus kata rozwartego, jesli kwadrat odwrotnosei sinusa tego kata
jest rowny 5.

M Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 5 (4 pkt) 95 592
Oblicz obwéd tréjkata ABC (rysunek obok) oraz
wartosci funkeji trygonometrycznych kata o. 1 c -

M

Zadanie 6 (4 pkt)
Dhugosci bokéw trojkata prostokatnego o katach ostrych a i 3 sa kolejnymi

2

liczbami parzystymi. Oblicz wartos¢ wyrazenia (sin e + sin [3)

Zadanie 7 (4 pkt)

Dany jest trapez o podstawach dlugodeci 4 em i (7 + d\/j) cm oraz wysokosci
3 cm. Jego katy ostre przylegaja do dluzszej podstawy, a jeden z nich ma
miare rowna 45°. Oblicz iloczyn cosi- E

nusow katow rozwartych tego trapezu.

Zadanie 8 (4 pkt) @
Aby obliczyé szerokosé rzeki (dlugosé
odcinka C'E na rysunku obok), doko-
nano pomiarow w terenie: a = 327,
8 = 8, |AC| = 120 m. Oblicz szero- 4 /7]
kosé rzeki. A B
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@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-3 odpowiedz ma postac trzycyfrowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)

Katy a i 3 spelniaja warunki: o < # 1 a+ 3 = 180°. Oblicz wartos¢ wyrazenia
1 +cos /3, jesli sina = 11 Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia
dziesietnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 2 (2 pkt)

Wspolrzedne punktu Pz, y), ktory lezy na ramieniu koncowym kata o, spel-
niaja warunki: x* — 6x +9 = 0, 4y* — 4y + 1 = 0. Oblicz sin a. Zakoduj trzy
pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 3 (2 pkt)
Oblicz sin 22730/, jesli wiadomo, ze tg22°30' = /2 — 1. Zakoduj trzy pierwsze
cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanej liczby.

Zadanie 4 (4 pkt)

Dany jest trapez ABCD, w ktérym |BC| = |CD| = |DA| = 5, |AB| = 11,
punkt M jest Srodkiem boku AD. a P - punktem przeciecia prostych C M
i AB. Oblicz pole i obwaod trojkata APM.

Zadanie 5 (5 pkt)
Kat BAC ma miare 30°, a kat CAD — miare 45° (rysunek ponizej).

A
B C b
a) Oblicz pole trojkata ABD, jesli |AB| = 6.
@ b) Wykaz, ze sin 15° = ﬁ_ﬁ i oblicz cos 157,

(D] Zadanie 6 (4 pkt)
Pole rombu jest rowne P, a kat ostry ma miare 30°. Wykaz. ze suuna diugosci
przekatnych tego rombu jest rowna 2v/3P.

Zadanie 7 (5 pkt)
@ a) Wykaz, ze dlugosci dwoch dowolnych bokéw tréjkata sa odwrotnie propor-
cjonalne do wysokodci opuszcezonych na te boki.

b) Oblicz wysokosci trojkata o bokach dlugodei: 4, 51 7.
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5 Planimetria

Z regularnym podzialem plaszczyzny mozemy mie¢ do czynienia w sytuacjach
praktyveznych, takich jak ukladanie kafelkéw lub bruku.

Bardzo ciekawe przyklady podzialow plaszezyzny znajdziemy w pracach ho-
lenderskiego malarza i grafika Mauritsa Cornelisa Eschera [czyt. eszera] (1898

1972). Inspiracje matematyka wida¢ w wielu jego pracach.




I -4

5.1. Okrag

Okregiem o srodku O i promieniu r > 0 nazywamy zbior wszystkich punktéw
plaszczyzny, ktoryeh odlegloéé od punktu O jest réwna r.

Stosunek dlugosci okregu do jego érednicy jest staly. alhgosé chreen
znaczamy go grecka litera m. Oznaczenie to zo- - : =T
Oznaczamy go grecka litera 7. Oznaczenie to zo Srediica ohregn

stalo wprowadzone przez brytyjskiego matematyka
Williama Jonesa [czyt. liliama dzonsa] w 1706 roku. Liczba 7 jest niewymier-
na, w obliczeniach czesto wykorzystujemy jej przyblizona wartosé: m ~ 3,14.

Dtugosé okregu o promieniu r wyraza sie wzorem: [ = 27r.

Przyktad 1
Oblicz dlugosci okregow o promieniach: r; = 0.5 ¢,
ry = 1 em, r3 = 1.5 em (rysunek obok).
Dlugosci okregow wynosza odpowiednio:
Iy =27-0,5=m [cm]
lo =27 -1 =2nm [cm]
I3 =2m-1,5 =37 [cm]

Dowolne dwa punkty A, B nalezace do okregu dziela ten okrag na dwa tuki.
Jesli nie sa one polokregami, to méwiae luk AB”, bedziemy mieé¢ na mji’;li
krotszy z nich, chyba. ze jest powiedziane inaczej. Luk taki oznaczamy AB.
Czasami, by unikna¢ niejednoznacznosci, StDﬂEH‘I}-’ oznaczenie frzyliterowe,
np. czerwony huk na rysunku ponizej to luk APB.

Kat. ktorego wierzcholek jest srodkiem okregu,
nazywamy katem srodkowym.

Na rysunku obok ramiona kata o przecinaja okrag
~—
w punktach A i B — kat ten wyznacza luk AB.

Dtugosé huku okregu o promieniu r wyznaczonego przez kat srodkowy
0 mierze & wWyraza si¢ wzorem:

Cwiczenie 1
Jaka miare ma kat AOB, jesli punkty A. B lezace na okregu o srodku O
i promienin r = 12 em wyznaczaja luk dlugosei 37 cm?
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Cwiczenie 2

W okregu o srednicy 24 em poprowadzono cztery promienie tak, ze stosu-
nek miary katow pomiedzy kolejnymi promieniami wynosi 1:3:5:7. Oblicz
dhigosci tukow wyznaczonych przez lezace na okregu konce tych promieni.
Okregi majace tylko jeden punkt wspoélny (zwany punktem stycznosci) nazy-

wamy okregami stycznymi. Promienie okregow stycznych poprowadzone do
punktu stycznosci leza na jednej prostej.

Okregi styczne zewnetrznie Okregi styczne wewnetrznie

|Olfjgl =T+ |(.}102| = |'.|"1 = '-"g|
Odleglos¢ miedzy srodkami okregow Jesli vy > 1y, to odleglosé miedzy
jest rowna sumie ich promieni. srodkami okregow jest réwna ry —rs.

Dwa rézne okregi moga tez mie¢ dwa punkty wspdlne (okregi przecinajgce
si¢) lub nie mie¢ punktéw wspdélnych (okregi roztaczne).

Okregi przecinajace sie

|I'1 = 'J'"g[ < |O|Og| < Ty +Ta

Okregi rozlaczne zewnetrznie Okregi roztaczne wewnetrznie

n

o0

|()1()3| >T 4+ 7 |()1()3| < ['.i'"[ = 'F2|
Cwiczenie 3
Cztery okregi o rownych promieniach sa od-
powiednio styczne (rysunek obok), a ich /W
srodki leza na jednej prostej. Oblicz sred- O 02 O3 O4
nice tych okregow, jesli (0,0, = 48.
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Zadania

1. Punkty A, B leza na okregu o $rednicy 10 em. Wiadomo, ze |[AB| = 5 em.

Oblicz dlugosé tuku AB.

2. Oblicz dlugosé luku okregu o srednicy 12 cm wyznaczonego przez kat
srodkowy o mierze 75°.

3. Luk okregu wyznaczony przez kat srodkowy o mierze 20° ma dlugosé
27 cm. Oblicz srednice tego okregu.

4. Oblicz miare kata srodkowego wyznaczajacego na okregn o srednicy 18 em
tuk o dlugosci 47 cm.

5. Wyznacz wartoéci x. dla ktérych okrag o §rodku w punkcie P(2,0) i pro-
mieniu r; = 5 oraz okrag o srodku w punkcie Q(—1,0) i promieniu r; = 3
sa styczne: a) zewnetrznie, b) wewnetrznie.

6. Narysuj w ukladzie wspélrzednych okrag o srodku O, i promieniu r; oraz
okrag o srodku O i promieniu r,. Podaj odleglo$é¢ miedzy srodkami tych
okregow. Ile maja one punktéw wspolnych?

a) O1(—2,0), 7 =4, 05(-1,0), r, =2

b) 0:(0,—2), 1, = 4, 05(0,3), rp =1 o

¢) 0:(1,3), 11 =2, 05(4,3), 13 =5 —

d) 0:(2,-1), r =2, O-_;(—S,-l)ﬁ@ﬂ?:lj e
7. Punkty O, Oy i O3, bedace $rodkami odpowiednio

stycznych okregow (rysunek obok), leza na jednej pro-

stej. Dwa mniejsze okregi maja rowne promienie. Ob-

licz Srednice kazdego z tych okregdw, jesli |0;0;| = 18.

8. Konce przekatnej prostokata o bokach dlugosci 4 em 1 8 em sa srodkami
dwoch okregow stycznych zewnetrznie. Punkt styeznosci dzieli przekatna
prostokata w stosunku 1:3. Oblicz dlugosci tych okregow.

9. Punkty A. B i, bedace srodkami odpowiednio stycz-
nych okregéw (rysunek obok), leza na jednej prostej.
Oblicz promien kazdego z tych okregow, jesli |AB| = 3
i|AC| =4. |

10. Srodki trzech okregéw parami stycznych zewnetrznie
sa wierzcholkami tréjkata o bokach 5, 6, 7. Oblicz pro-
mienie tych okregow.
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5.2. Koto

Kolem o srodku O i promieniu r > () nazywamy zbiér wszystkich punktow
plaszczyzny, ktorych odleglosé od punktu O jest mniejsza lub réwna r.

Zwroc uwage, ze punkty nalezace do okregu ograniczajacego kolo naleza do
tego kola.

Wzér na pole kola zostal udowodniony Pole kota o promieniu r wyraza
przez Archimedesa. sie wzorem: P = 7r?,

Cwiczenie 1
a) Oblicz pole najwigkszego kola zawartego w kwadracie o polu 36 cm?.

b) Oblicz dlugoéé okregu ograniczajacego kolo o polu 2,257 cm?.

Czes¢ plaszezyzny ograniczona przez dwa wspolsrodkowe
okregi (wraz z tymi okregami) nazywamy pier§cieniem
kolowym.

Opisujac pierscien kolowy, podajemy jego promien ze-
wnetrzny i promien wewnetrzny. Roznice tyeh promieni
nazywamy szerokoscia pierScienia. Dla pierscienia na ry-
sunku obok jest ona réwna R — r.

Cwiczenie 2

a) Oblicz pole pierscienia kolowego o promieniu zewnetrznym 25 cm i promie-
niu wewnetrznym 24 cm. Podaj promien kola, ktérego pole jest réwne polu
tego pierscienia.

b) Pole pierScienia kolowego o szerokoSci 1 em wynosi 177 em?. Oblicz pro-
mien zewnetrzny i promien wewnetrzny tego pierscienia.

.
Czesé kola o érodku O (wraz z jej brzegiem) ograniczona lukiem AB i pro-
mieniami OA i1 OB nazywamy wycinkiem kola lub wycinkiem kolowym.

Pole wycinka kota wyznaczonego przez kat srodkowy

0 IMIerze o« wyraza si¢ wzorem:
« 2
= -

360°

Cwiczenie 3
Oblicz pole wycinka kola o promieniu r wyznaczonego przez kat srodkowy c.

a) r=12, a="75 b) v=2, a=22°30 ¢) r=+v3, a=2315

5.2. Kolo
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Cwiczenie 4
Pole wycinka kola o promieniu 6 wyznaczonego przez kat a jest rowne 2.
Oblicz miare kata a.

Czesc kola (wraz z jej brzegiem) ograniczona tukiem APBi cle- P
ciwa AB nazywamy odcinkiem kota lub odcinkiem koltowym.

Przyktad 1 A
Oblicz pole odeinka kola o promieniu 4 wyznaczonego przez
cigciwe AB 1 kat AOB o mierze 45° (rysunek obok).

Obliczamy pole wycinka kola AOB:

" ; B
Pj = .'it'i‘ET* -4 =27
Nastepnie obliczamy pole trojkata AOB: <Q
Pg=é-—'l-4-sin45'“=4\/§ A
Zatem pole odcinka kola P = P, — P, = 2r — 4/2.
Cwiczenie 5
Punkty A, B nalezace do okregu o srodku O i promieniu 12 wyznaczaja po-
dany kat AOB. Oblicz pole odcinka kolowego wyznaczonego przez ten kat.
a) SAOB = 90° b) <AOB = 60° ¢c) <AOB = 30°
Czy wiesz, ze...
Do uzasadnienia wzoru
na pole kola wykorzy- i
stuje sie ustawienie
W}'{Emkﬂ.w kots, w Hgu- Dolna linia skladajaca sie z tu-
re taka jak na rysunku kow ma diugosé wr.
obok.
Zadania
@ 1. Bok kwadratu ma dlugosé¢ 6. Wykaz, ze pole zacienio- / \
wanego obszaru jest mniejsze od 9 (rysunek obok).
2. Cieciwa laczgca punkty A i B lezace na okregu o promie-
niu 5 ma dlugo$é 5v/3. Oblicz dlugosci lukéw wyznaczo-
nych przez te punkty oraz pola odpowiednich wycinkow. \ /

3. W kole o srodku O i promieniu 4 poprowadzono cigciwe AB. Oblicz pola
figur, na ktére cieciwa podzielila kolo, jeéli pole AAOB jest réwne 4+/2.
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@ 4. Uzasadnij. ze pole odcinka kola o promieniu r wyznaczonego przez kat
srodkowy o mierze 60° jest rowne ﬁrz(??r — 3v3).

5. Wierzcholki osmiokata (rysunek obok) naleza
do okregu o promieniu 3. Sposrod kolejnych
katow srodkowych: . ..., ag kazdy nastepny
jest o 107 wiekszy od poprzedniego.

a) Oblicz pole wycinka kola wyznaczonego
przez kat og.

b) Oblicz sume podl odcinkow kola wyznaczo-
nych przez katy as i ag.

6. Dany jest wielokat foremny, ktérego wierzcholki leza na okregu o promie-
niu 2. Oblicz dlugos¢ czerwonej linii oraz pole zacieniowanego obszaru.

a) b) c)

-

7. Oblicz pole zacieniowanej figury.

a) a=30° b) AB || CD c) r=2v2
D g
AL NS, <
4V '
0

8. Trojkat ABC jest tréjkatem réwnobocznym o boku dlugosdei 6 cm. Oblicz
pole zacieniowanego obszaru.

a) C b) C c) C

A B AMB A B

52. Kolo 229 IS



5.3. Wzajemne potozenie okregu i proste;

] Cwiczenie 1
Uzasadnij, ze najkrotszy odeinek laczacy dany punkt P z punktem lezacym
na prostej [, gdzie P & [, jest do tej prostej prostopadly.

Odlegloscia punktu P od prostej | nazywamy dlugosé naj- p
krotszego odeinka taczacego punkt P z punktem na prostej [

(odcinek ten jest prostopadly do prostej [). Jesli punkt P
lezy na prostej [, to prayvjmujemy. ze jego odleglos¢ od tej
prostej jest rowna zero.

Okrag i prosta moga mie¢ dwa punkty wspélne, jeden punkt wspolny lub nie
mie¢ punktoéw wspolnych.

Niech |OP| bedzie odlegloscia srodka okregu od prostej.
|OP| < r , . ;
Prostg. ktéra ma z okregiem dwa punkty wspol-
ne, nazywamy jego sieczna. Odleglosc siecznej od
srodka okregu jest mniejsza od jego promienia.

Jesli prosta ma z okregiem jeden punkt wspolny,

|OP|=r to mowimy, ze jest styczna do okregu (wspdlny

r punkt nazywamy punktem stycznosci). Promien

0 okregu prowadzony do punktu stycznosci z prosta

jest do niej prostopadly. Odleglos¢ stycznej od
srodka okregu jest réwna jego promieniowi.

|OP| > r

Na rysunku obok okrag i1 prosta nie maja punk-
tow wspolnych (sa rozlaczne). Odleglosé prostej
od Srodka okregu jest wicksza od jego promienia.

A
&

Cwiczenie 2

a) Prosta [ jest styczna do okregu o promieniu 6 cm w punkcie P. Punkt A
lezy na prostej [ i |PA| = 4 em. Oblicz odleglosé punktu A od srodka okregu.
b) Prosta AB jest styczna do okregu o srodku w punkecie . Punkt styczno-

Sci P jest srodkiem odcinka AB. Oblicz promien okregu, jesli |AO| = 20 em
i |AB| =32 cm.
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Twierdzenie o odcinkach stycznych

Jesli styczne do okregu w punktach A1 B
przecinaja sie w punkcie P, to:

|PA| = |PB]|

Dowdd powyzszego twierdzenia wynika z twierdzenia Pitagorasa zastosowa-
nego dla trojkatow PAO i1 PBO.

Cwiczenie 3

a) Dany jest okrag o srodku w punkcie O
i promieniu 6 cm. Z punktu P odleglego od
punktu O o 10 em poprowadzono dwie proste
styczne do okregu w punktach A i B. Oblicz
obwod czworokata PAOB.

b) Obwéd czworokata PAO B (rysunek obok)
jest rowny 34 em. Oblicz promien okregu, jesli
wiadomo, ze odcinek PS ma dlugosé¢ 8 cm.

Liczba wspalnych stycznych dwoch okregow zalezy od polozenia tych okregow.

Okregi rozlaczne zewnetrznie Okregi styczne zewnetrznie
cztery wspolne styczne trzy wspolne styczne
Okregi przecinajace sie Okregi styczne wewnetrznie

dwie wspolne styczne jedna wspalna styczna

(= G

Okregi rozlaczne wewnetrznie nie maja wspolnych stycznych.
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Cwiczenie 4
Dany jest okrag o srodku O, i promieniu r; oraz okrag o srodku (O, i promie-
niu ry. Okresl liczbe wspolnych styeznych tych okregow.

a) r = 3%: Ty = 4%1 |010;| = 5% c) = iﬂ Te:= % 10,0,] = %
b} = 11; e = 13, |0102| =24 Ll} 71

Przyktad 1
Dany jest okrag o srodku (0, 0) i promieniu 3.

Ile punktow wspolnych z okregiem ma prosta
r = m w zaleznosci od parametru m?

Prosta x = m z danym okregiem:

» ma jeden punkt wspdlny dla m € {—3, 3},
« ma dwa punkty wspélne dla m € (—3:3),
e nie ma punktéw wpélnych dla m € (—oc; —3) U (3:00).

Przyktad 2 | S
Ile punktéw wspolnych ma prosta y = 3 z okre- e
giem o srodku S(3.1) w zaleznodcei od promie- i
nia r tego okregu?

Prosta y = 3 z okregiem o §rodku S:
« ma jeden punkt wspdélny dla r = 2,
» ma dwa punkty wspélne dla r € (2; 00),

e nie ma punktéw wspolnych dla » € (0;2).

Cwiczenie 5
Ile punktow wspolnych ma prosta k z okregiem o srodku S w zaleznosci od
promienia r tego okregu?

a) k:y=3, 8(3,-1) b) k:z = -1, 5(-3,4) ¢) k:z=+v72, §(-1,1)

Przyktad 3
Oblicz dlngos¢ cieciwy wyznaczonej przez punkty wspolne prostej : @ = 3
i okregu o srodku O(0,0) i promieniu 5.

Niech |OP| bedzie odleglo$cia $rodka okregu od prostej 1, Yo

a punkty A, B niech beda punktami przeciecia okregu z ta A
prosta. Wowczas |OP| = 3, zatem: 5 \

|AP| = v5%2 -3 =+/16=4 ON3
Trojkaty OPA i OPB sa przystajace, wiec diugosé cieciwy: k /
|AB|=2-|AP| =8 B

2\
5

b"’.‘w.'ll'
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Cwiczenie 6

a) Oblicz dlugosé cieciwy wyznaczonej przez punkty przeciecia prostej y = —3
i okregu o srodku w punkcie (2,0) i promieniu 4.

b) Cieciwa dlugosci 6 jest wyznaczona przez punkty przeciecia prostej x = 1
1 okregu o srodku w punkcie (—3,2). Oblicz promien tego okregu.

Zadania

1. Prosta réwnolegla do osi OY przecina okrag o srodku w punkcie (0,0)
i promieniu 10 w punktach A 1 B. Wyznacz réwnanie tej prostej, jesli:

a) |AB| =12, b)|AB|=10v2, ©¢)|AB|=10, d)|AB|=20.

2. Odleglosé miedzy dwiema prostymi rownoleglymi to dlugosé odeinka pro-
stopadlego do tych prostych o koncach nalezacych do prostych. Oblicz pro-
mien okregu stycznego do dwoch prostych rownoleglych, jesli wiadomo, ze
odleglos¢ miedzy nimi jest rowna 5 cm.

3. Okregi o srodkach O; i O, oraz promieniach
r i R sa styczne zewnetrznie (rysunek obok).
Prosta PO, jest styczna do okregu o srodku Oy,
a prosta P} — do okregu o srodku ;. Wyznacz
obwod czworokata PO,0,(0).

4. Dany jest okrag o $rodku w punkeie (0,0) i promieniu 11. Cieciwa AB tego
okregu jest rownolegla do osi OX i ma dlugosé 20. Wyznacz wspolrzedne
punktu P nalezacego do tej cieciwy, jesli wiadomo,

ze jego odleglosé od srodka okregu jest rdwna 5.

5. Z punktu P poprowadzono wspolne

stvezne okregow o srodkach w punk-
tach Oy 1 Oy (rysunek obok). Oblicz
promien r okregu o srodku w punk-
cie Oy, jesli |0,B| =51 |0 P| = 13.

6. Punkty Ai B leza na okregu o érednicy 12 em. a odleglo$é¢ miedzy nimi jest
rowna promieniowi tego okregu. Styczne do okregu poprowadzone w punk-
tach A i B przecinaja sie w punkcie P. Oblicz
pole trojkata APB.

7. Dane sa okregi o Srodkach O; i Oy i promie-
niach |0, A] =4 em i |02B| = 12 em (rysunek
obok). Prosta AB jest wspolna styczna tych
okregéw. Oblicz pole zacieniowanego obszaru.

5.3, Wzajemne polozenie okregu i prostej
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Konstrukcja stycznej do okregu

Aby skonstruowac styczna do danego okregu o srodku O, przechodzaca przez
punkt P lezacy na zewnatrz okregu, postepujemy w nastepujacy sposob.

» Wyznaczamy srodek odcinka OF — punkt S na rysunku ponizej.

» Rysujemy okrag, ktorego promieniem jest
odcinek SO - okrag ten przecina dany ok-
rag w punktach A1 B.

» Prosta PA jest styczna do danego okregu.

Zauwaz, ze PA 1 OA (aby to uzasadnic,
mozna rozpatrzyc katy trojkatow réwno-
ramiennych PSA 1 OSA). Druga styczng

jest prosta PB.

1. Opisz konstrukcje stycznej do danego okregu przechodzacej przez punkt
nalezacy do tego okregu.

Konstrukcja wspadlnej stycznej do dwéch okregéow
roztacznych zewnetrznie

Rozpatrzmy okrag L, o srodku O; i promieniu r; oraz rozlaczny z nim ze-
wnetrznie okrag L, o srodku O, i promieniu 7, (rysunek ponizej).

» Rysujemy okrag Lj o srodku w punkcie (J; i promieniu réwnym ry + .

e Rysujemy prosta O, A — styczna do okregu Ly przechodzaca przez punkt Os.
o Wyznaczamy punkt B — punkt przecigcia odcinka O, A z okregiem L.

« Rysujemy styczna do okregu L, przechodzaca przez punkt B. Jest ona row-
noczesnie styczna do okregu Lo (uzasadnij).

*2. Opisz, jak skonstruowaé¢ pozostale wspolne styczne dwoch okregow roz-
lacznych zewnetrznie.
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5.4. Katy w okregu

Kat srodkowy a przedstawiony na rysunku obok jest
wyznaczony przez zaznaczonony kolorem czerwonym
~
tuk AB. B
# * " “ # W =
Mowimy tez, ze kat srodkowy a jest oparty na luku AB
lub na cieciwie AB.

Cwiczenie 1

Punkty: Py, Ps. ..., P, dziela okrag na 12 lukéw o row-
nej diugosci. Podaj miare kata sSrodkowego opartego na
haku:

a) P PP, b) PP, Py, ¢) PPy P;.
Definicja p

Kat wpisany w okrag to kat wypukly, ktorego wierz-
cholek lezy na okregu, a ramionami sa polproste
zawierajgce cieciwy tego okregu.

O kacie wpisanym 3 (rysunek obok) méwimy, ze jest
—
oparty na tuku AB. A

Twierdzenie

Kat srodkowy w okregu ma miare dwa razy wieksza od miary kata wpisa-
nego opartego na tym samym tuku.

Dowéd — patrz é¢wiczenie 4. na nastepnej stronie.

) P

Cwiczenie 2

a) Podaj miare kata 3 (rysunek obok). A

b) Narysuj w dowolnym okregu kat srodkowy a = 120°

i trzy rozne katy wpisane oparte na tym samym luku A

co kat a. Podaj miare tych katow. ‘
A B

Cwiczenie 3
Kat wpisany 3 jest oparty na tym samym luku co kat srodkowy . Wyznacz
miare kata a + 3, jesli:

a) a = 110", b) a = 45°, &) B=17, 4) 4 = 105
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(0] Cwiczenie 4
Przeczytaj informacje w ramce oraz dowod przypadku I, a nastepnie przepro-
wadz dowody przypadkow 111 I11L

Aby udowodnié¢, ze kat srodkowy a w okregu jest dwukrotnie wiekszy od
kata wpisanego 3 opartego na tym samym luku, wystarczy rozpatrzyc trzy

przypadki.

I. Srodek okregu O I1. Srodek okregu O IT1. Srodek okregu O
lezy wewnatrz kata lezy na ramieniu kata lezy na zewnatrz kata
wpisanego. wpisanego. wpisanego.

Dowéd przypadku 1
Z punktu P prowadzimy promien PO. Wéwczas 3 = (3 + [s.
Wyznaczamy miare kata srodkowego:

o = 36[]c == (18“: o 2331) — (IS(F = 21'32} - 2(;‘31 + ﬁg) — QIB
Wskazowka do przypadku III. Rozwaz katy o + ey 1 3+ .

Ponizsze wnioski wynikaja z twierdzenia o katach srodkowym i wpisanym.

o

Katy wpisane w okrag  Kat wpisany w okrag opar-  Suma miar katéw a i 3 wpisa-
oparte na tym samym  ty na polokregn (na sredni-  nych w okrag, jak na rysunku
tuku maja réwne miary.  cy) jest katem prostym. powyzej, jest réwna 1807,

Twierdzenie

IE] Cwiczenie 5
Uzasadnij kazdy ze sformulowanych powyzej wnioskow.
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Cwiczenie 6
Promien okregu jest réwny r. Wyznacz miary katéw: a, 31 4.

AN

Cwiczenie 7
Wyznacz miary katow: a, 31 7.

ﬂ} 3 I‘.l}
40°
@)
5y
;)

M Kat miedzy styczna a cieciwa okregu

a b) )
) : ¢ / \

¢)

J

Kat zawarty miedzy styczna a cigciwa okregu po-
prowadzona z punktu stycznosci (kat dopisany do
okregu) ma miare rowna mierze kata wpisanego opar-
tego na luku wyznaczonym przez konce tej cieciwy.

@ Cwiczenie 8

Uzasadnij powyzsze twierdzenie.

Zadania

1. Punkty: A, B.C, .... P dziela okrag na 16 lukéw
o rownej dlugosci. Punkt A lezy na jednym z ra-
mion kata srodkowego 3. Ktory z punktow lezy
na drugim ramieniu tego kata?
a) 3 =45° c) B =225°
b)8=112.5% d) g =315°

2. Dany jest okrag o promieniu 6. Podaj miare kata wpisanego opartego na
tuku tego okregu, jesli luk ten ma dlugosé: a) 2w, b) 3w, ¢) 2w, d) Z.
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3. Wyznacz miary katéw a i 3.

58°

i

4. Kat [ jest katem wpisanym w okrag, opartym na tym samym luku co kat
srodkowy a. Wyznacz miary katow a i 3.
a) a+ =111 b) e = 3+ 56°30/ ¢) 3o+ 30 =48°

5. Wyznacz miary katow a i 3.

6. Wyznacz miare kata a.

a) b) c)

0 54°

7. a) W okregu o §rodku O poprowadzono cieciwe AB. Jeden z katow tréjka-
ta AOB ma miare 96°. Wyznacz miare kata zawartego miedzy cieciwa AB
a styczna do okregu poprowadzona w punkcie A.

b) W okregu o promieniu 6 cm poprowadzono cieciwe AB. Dlugosé hu-
ku AB jest réwna m cim. Wyznacz miare kata zawartego miedzy cieciwa AB
a styczna do okregu poprowadzona w punkcie 3.
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@ 8. Udowodnij ponizsze twierdzenie.
Twierdzenie

Jesli w okregu dwie cieciwy AB i CD przecinaja
sie w punkcie P, to |PA|- |PB| = |PC|-|PD|.

Wskazowka. Uzasadnij, ze trojkaty PAC i PDEB sa podobne.
9. Oblicz .

10. Dany jest okrag o promieniu 11 cm. Przez punkt P, odlegly od srodka
okregu o 5 c¢m, poprowadzono cieciwe o dlugosci 20 cm. Oblicz diugosci
odcinkow, na ktore punkt P dzieli cieciwe.

11. Oblicz promien okregu oraz pole trojkata ABC.
b) €

a) <

N /TN
AE () B :\U B
w S\J

12. Dany jest okrag o promieniu 8. Cieciwa AB tego okregu ma dhugo$é 4y/7
i przecina srednice P pod katem prostym.

a) Oblicz dlugosci odcinkéw, na ktore cigciwa AB dzieli Srednice PQ).

b) Wyznacz sinus kata ostrego czworokata AP BQ) D
i podaj przyblizona miare tego kata.

13. Wierzcholki czworokata ABCD lezg na okre-
; e : o i A :
gu o promieniu 63 (rysunek obok). Wiadomo, &

ze |PA| = 4 oraz |PB| = |PD|. Oblicz obwdd
tego czworokata.
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5.5. Okrag opisany na trojkacie

Okrag nazywamy opisanym na tréjkacie, jezeli wszystkie wierzcholki trojkata
naleza do okregu. Mowimy tez, ze trojkat jest wpisany w okrag. Na kazdym
trojkacie mozna opisa¢ okrag — mowi o tym ponizsze twierdzenie.

Symetralne bokow tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie, ktory jest
srodkiem okregu opisanego na tym trojkacie.

Srodek okregu opisanego  Srodek okregu opisanego na tréj-  Srodek okregu opisanego na
na trojkacie ostrokatnym  kacie prostokatnym  jest srod-  trdjkacie rozwartokatnym le-
lezy wewnatrz trojkata.  kiem przeciwprostokatnej. zy na zewnatrz tego trojkata.

D] Cwiczenie 1
Udowodnij, ze symetralne bokow tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie.

Wskazowka. Rozpatrz najpierw odleglosei punktu przeciecia symetralnych dwéch bo-
kéw trojkata od jego wierzcholkdw.

C

Promien okregu opisanego na trojkacie roéwno-
bocznym o boku a wyraza si¢ wzorem:

e
R= 3

@ Cwiczenie 2 AN ¢
Udowodnij powyzsze twierdzenie.

w2

Mowimy, ze kolo jest opisane na trojkacie, gdy opisany jest na nim okrag
ograniczajacy to kolo.

Cwiczenie 3

a) Oblicz pole kola opisanego na tréjkacie réwnobocznym o polu 64v/3 em?.
b) Oblicz wysokosé oraz pole tréjkata réwnobocznego, na ktérym opisano
okrag o promieniu 6 cm.
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Przykiad 1
Na trojkacie prostokatnym o jednej z przyprostokatnych dlugosci 6 opisano
okrag o promieniu 5. Oblicz pole tego trdjkata.

Srodek okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym jest érod-

b
kiem jego przeciwprostokatnej (jest ona Srednica tego okregu),
zatem przeciwprostokatna ma dlugosé ¢ = 2R =2 -5 = 10. 5 5

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa: b* = 10* — 6 = 64,
skad b = 8. wiec pole trojkata P = % -6 -8 =24,

Cwiczenie 4

a) Oblicz promieri okregu opisanego na trojkacie prostokatnym, ktérego przy-
prostokatne maja dlugosei 7 cm i 12 cm.

b) Pole trojkata prostokatnego jest réwne 18 em®. Wysokos§é poprowadzona
z wierzcholka kata prostego jest rowna 4 cm. Oblicz diugosé okregu opisanego
na tym trojkacie.

Cwiczenie 5

Oblicz obwod tréjkata prostokatnego wpisanego w okrag o promieniu 5, jesli:
a) jest to trojkat rownoramienny,

b) jedna przyprostokatna jest trzy razy dhuzsza od drugiej.

Cwiczenie 6
Odleglodci srodka okregu opisanego na trdjkacie prostokatnym od jego przy-
prostokatnych wynosza 4 i 6. Oblicz pole tréjkata.

Przyktad 2

Kat miedzy ramionami trojkata rownoramiennego ma miare 307, a podstawa
trojkata ma dlugosé 2. Oblicz promien okregu opisanego na tym trojkacie oraz
odleglosé srodka tego okregu od podstawy tréjkata.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok. Woéw-
czas kat AOB jest katem srodkowym, opartym na
tym samym tuku co kat wpisany AC B, zatem:
JAOB =24 ACB = 60°, czyli tréjkat AOB jest
rownoboczny, wiec R = |OA| = |OB| = |AB| = 2.
Odleglosé srodka okregu od podstawy trojkata jest
réwna |OD]|, a odcinek OD jest wysokodcia trojkata
rownobocznego:

oD| = 253 = 3

5.5. Okrag opisany na tréjkacie
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Cwiczenie 7

a) W tréjkacie réwnoramiennym kat miedzy ramionami ma miare 45°, a pod-
stawa ma dlugosé 4 cm. Oblicz promien okregu opisanego na tym trojkacie.
b) W okrag o promieniu 5 cm wpisany jest tréjkat rownoramienny o podstawie
dlugosei 6 em. Oblicz dlugosei ramion tego trojkata (rozpatrz dwa przypadki).

Cwiczenie 8

Oblicz pole tréjkata rownoramiennego o kacie miedzy
ramionami rownym 1207, jesli tréjkat ten jest wpisany
w okrag o promieniu 4.

—
=

Cwiczenie 9
Oblicz stosunek pol przedstawionych na rysunku tréj-  \ /
katow rownoramiennych wpisanych w okrag o promie-
niu 8.

Bl e 2

_'h =

Ponizsze twierdzenie pokazuje, jaka zaleznosé laczy ze soba dlugosci bokow
tréjkata, jego pole oraz promien okregu opisanego na tym trojkacie.

Twierdzenie

Pole trojkata o bokach dlugoscei a, b, ¢ wpisanego w okrag o promieniu R

wyraza sie wzoremn: p _ abe
4R

Dowaod

Dany jest trojkat ABC o bokach diugosci a, b, ¢
(rysunek obok). wpisany w okrag o srodku O i pro-
mienin R. Odcinek CD jest wysokoscia tréjkata,
a odcinek C'E — srednica okregu. Katy CABiCEB
sa rowne (dlaczego?). Zatem tréjkaty ACD i1 ECB
sa podobne, czyli:

h a ah

—=—:. stad h===

b 2R 04 R
1.4 1., ab _ abe
Papc=5ch=3¢- o = 75

Cwiczenie 10
a) Oblicz pole trojkata o bokach 4 em, 13 em i 15 em wpisanego w okrag

LI - 65
O Proumienil rowiiyimn 3 CIT1.

b) Dany jest tréjkat o bokach 13 em, 14 em i 15 em i polu réwnym 84 cm?.
Oblicz promien okregu opisanego na tym trojkacie.
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Zadania

1. Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie prostokatnym, jesli:
a) jego pole wynosi 8 em?, a wysoko$é opuszczona na przeciwprostokatng
jest rowna 2 cm,
b) krétsza przyprostokatna ma dlugoéé 5 cm, a jeden z katéw ostrych
trojkata jest dwa razy wiekszy od drugiego,
¢) jest on rownoramienny, a jego obwod wynosi 6 cm.

2. Stosunek dlugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego jest rowny
3:4. Pole kola opisanego na tym tréjkacie wynosi 6,257 em?. Oblicz pole
tego trojkata.

3. Jakie najwicksze pole moze mie¢ trojkat prostokatny wpisany w okrag

o promieniu 37
D

4, W okrag o promieniu 4v/3 wpisano tréjkat réw-
noboczny ABD i trojkat rownoramienny ACD
(rysunek obok). Oblicz pole czworokata ABC D.

5. Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie
rownoramiennym o podstawie 8 cm, jesli:

a) jego ramie ma dlugosé 4v/5 cm, A

b) sinus kata przy tej podstawie jest réwny ;‘

[

6. Do podstawy trojkata rownoramiennego poprowadzono wysokosc h. Oblicz
obwod tego trojkata, jezeli opisany na nim okrag ma promien rowny 13 cm.

a) h =20 cm b) h =06 cm
7. Oblicz pole trojkata ABC oraz promien okregu opisanego na tym trojkacie.
a) C b)
5 ® 13
A 4 Ll A B

8. Dane sa punkty A(—1.-2) i B(5,—-2). Odecinek AB jest podstawa trdj-
kata réwnoramiennego ABC. Okrag opisany na tym trojkacie ma promien
rowny 5. Wyznacz wspolrzedne wierzcholka C'.

9. Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie o bokach 12, 17, 25.
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5.6. Okrag wpisany w trdjkat

Okrag nazywamy wpisanym w trojkat. jezeli wszystkie boki trojkata sa stycz-
ne do tego okregu. Méwimy tez. ze trdjkat jest opisany na okregu.
W kazdy trojkat mozna wpisac¢ okrag — mowi o tym ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie

Dwusieczne katéw wewnetrznych trojkata
przecinaja sie w jednym punkcie, ktory jest
srodkiem okregu wpisanego w ten trojkat.

Cwiczenie 1

Udowodnij, ze dwusieczne katow wewnetrznych trojkata przecinaja sie w jed-
nym punkcie.

Wskazowka. Rozpatrz najpierw odleglosci punktu przeciecia dwusiecznych dwéch ka-
tow wewnetrznych tréjkata od jego bokéw.

Twierdzenie

Promien okregu wpisanego w trojkat row-
noboczny o boku a wyraza si¢ wzorem:

av3
(]

D

B

L3 2]
] 2

Dowod

Odcinek AO (rysunek powyzej) jest zawarty w dwusiecznej kata BAC, czyli
: _ /3 . :

JOAD = 30°. Zatem & = tg JOAD = tg30° = L2, stad r= 2. Y3 = o8,
3

Cwiczenie 2

a) Oblicz dlugosé okregn wpisanego w trojkat rownoboczny o boku 18.

b) Oblicz obwdd trojkata rownobocznego opisanego na okregu o dlugosci 107.

Zwroé uwage na okrag wpisany w trojkat réownoboczny
i okrag opisany na tym trojkacie — maja one wspolny
srodek (punkt O na rysunku obok). Punkt ten dzieli wy-
sokosé trojkata réwnobocznego w stosunku 2: 1 (liczymy
od wierzcholka tréojkata). :

Cwiczenie 3
Oblicz sume dlugosci okregu wpisanego w trojkat réwnoboczny o obwodzie
rownym 36 cm i okregu opisanego na tym trojkacie.
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Przykiad 1

Oblicz promien okregn wpisanego w troj-
kat prostokatny o przyprostokatnych dlu-
gosci H 1 12,

= | -
4 ; : i o
Obliczamy dlugos$é przeciwprostokatne;j: @l h. A
= : !
c=vo2+122=v169=13 \
Przy oznaczeniach jak na rysunku obok: ) D
oy

|AD|=5—r 1 |BD|=12—-7r
Zatem (5 — 1)+ (12 —r) = 13.
Stad otrzymujemy r = 2.

Cwiczenie 4
Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny, ktorego przyprosto-
katne maja dlugosci: a) 314, b) 71 24.

Cwiczenie 5

a) Na okregu o promieniu 4 em opisano trojkat prostokatny o jednej z przypro-
stokatnych dlugosci 10 cm. Oblicz dlugosci pozostalych bokéw tego trojkata.
b) Na okregu o promieniu 2 cm opisano tréjkat prostokatny o przeciwprosto-
katnej dlugosci 10 em. Oblicz diugosci pozostalych bokéw tego trojkata.

Ponizsze twierdzenie pokazuje, jaka zaleznosé laczy ze soba obwdd tréjkata,
jego pole oraz promien okregu wpisanego w ten trojkat.

Twierdzenie

Pole trojkata jest rowne iloczynowi polowy
obwodu tego trojkata i promienia okregu
wpisanego w ten trojkat.

P a—l—;}—l—c_r

Uwaga. Jesli przez p oznaczymy polowe obwodu trojkata: p = %{f a+b+c),to P =p-r.

Cwiczenie 6
Uzasadnij podany wzor na pole trojkata, korzystajac z powyzszego rysunku.

Cwiczenie 7
Oblicz pole trojkata o bokach 5, 5 1 6 opisanego na okregu dlugosci 3.
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Przykiad 2
Oblicz promien okregn wpisanego w trojkat prostokatny o przyprostokatnych
diugosci 91 12.

Oznaczmy a =9 i b= 12. Obliczamy dlugos¢ przeciwprostokatnej:

c=vVai+hl2=v92+12°=+/81+144=15

Obwdd trojkata jest ‘rc':-wny a+b+c = 36, Promief r okregi wpisanego

a pole P = ”2—1’ = L2 = 54. Przeksztalcamy | tréjkat o bokach a, b, ¢

wzor na pole trojkata P = 4E22E . ¢ gdzie r | oraz polu P wyraza sie wzo-

jest promieniem okregu wpisanego w ten troj- rem: _ 2P

kat: _ 2P _2.54 _ 108 _, GHDHe
a+b+e 36 36

Cwiczenie 8
Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny o przyprostokatnych
dlugodci: a) 12116, b)1i1, ¢) 10124, d) 2i /5.

Mowimy, ze kolo jest wpisane w trojkat, gdy wpisany jest w niego okrag
ograniczajacy to kolo.

Cwiczenie 9
Wysokos$é opuszezona z wierzcholka kata prostego trojkata B
ABC dzieli jego przeciwprostokatna na odcinki o dlugo-
Sciach 91 16 (rysunek obok). s
@ a) Uzasadnij, ze trojkaty ABC. ACD i CBD sa podobne,
b) Oblicz dlugosci bokéw tréjkata ABC. D
¢) Oblicz promien i pole kola wpisanego w trojkat ABC.
d) Oblicz promien i pole kola wpisanego w trojkat ACD
oraz promien i pole kola wpisanego w trojkat CBD. C A

Cwiczenie 10

Podstawa trojkata rownoramiennego ma diugosé x, a jego ramie — dlugosc y.
Oblicz promien okregu wpisanego w ten trojkat.

a) =12, y=10 b) x =10, y =13

Cwiczenie 11

a) Na okregu o promieniu 3 opisano trojkat rownoramienny o kacie miedzy
ramionami rownym 1207, Oblicz dhugosci bokéw tego trojkata.

b) W tréjkat réwnoramienny o kacie przy podstawie réwnym 307 wpisano
okrag o promieniu 2. Oblicz pole tego tréjkata.
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Zadania

D] 1.

6.

10.

Uzasadnij, ze pole trojkata rownobocznego o boku dlugosci a wyraza sie
wzorem P = sar, gdzie r jest promieniem okregu wpisanego w ten trojkat.

a) Oblicz pole tréjkata réwnoboeznego opisanego na okregu o promieniu 2.

b) Oblicz stosunek pola kola opisanego na tréjkacie réwnobocznym o boku
dlugosci a do pola kola wpisanego w ten trojkat.

a) Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego ma dlugosé 8, a jeden z ka-
tow ostrych ma miare 30°. Oblicz promien okregu wpisanego w ten trojkat.
b) W tréjkacie prostokatnym krétsza przyprostokatna ma dhigosé 6, a je-
den z katow ma miare 60°. Oblicz dlugos$¢ okregu wpisanego w ten tréjkat.

Uzasadnij. ze promien r okregn wpisanego w trojkat prostokatny o przy-
prostokatnych a, b oraz przeciwprostokatnej ¢ wyraza sie wzorem:

r=z(a+b—c)

Na okregu o promieniu 2 opisano trojkat prostokatny. Oblicz jego pole, jesli
odleglos¢ srodka okregu od wierzcholka jednego z katow ostrych trojkata
jest réwna 24/10.

Obwod trojkata réownoramiennego o ramieniu dlugosci = jest rowny gq.
Oblicz diugosé okregu wpisanego w ten trojkat.
a) ¢ =15, g = 54 b) x =13, ¢ =50

Na okregu opisano trojkat rownoramienny o podstawie dlugosci 8. Oblicz
promien tego okregu, jesli jego srodek dzieli wysokosé trojkata opuszezona
na podstawe w stosunku 2:3 (liczymy od podstawy trojkata).

W trojkat réownoramienny o podstawie dlugosci 6 em 1 wysokosel 4 cm
wpisano kolo oraz w trojkat réwnoramienny o podstawie dlugosci 8 cm
1 wysokosci 3 cm wpisano kolo. Oblicz rdznice pol tych kol.

W tréjkat rownoramienny o podstawie dlugosci 4 em i ramieniu dlugosci
6 cm wpisano okrag. Oblicz promien tego okregu oraz odleglosci srodka
okregu od wierzcholkéw tego trojkata.

W trojkat wpisano okrag o promieniu 4. Jeden z bokéw tego trojkata
zostal podzielony przez punkt stycznosci okregu na odeinki o dlugosciach
4 1 4v/3. Oblicz dlugosci pozostalych bokéw tego trojkata.

5.6. Ckrag wpisany w trojkat
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Warto powtorzyc

Czworokaty wypukte

Wielokat nazywamy wypuklym, gdy odcinek laczacy
dowolne dwa punkty tego wielokata jest w nim za-

D

A
B

warty. Wszystkie katy wewnetrzne wielokata wypu-  ¢uworokat ABCD nie jest
klego sa wypukle. Wielokat, ktory nie jest wypukly, wypukly.

nazywamy wklestym.

| czwo rokaty
Czworokatami wypuklymi trapezy
sq m.in.: kwadraty, romby. - réwnolegloboki 1
.[:-mstnk@t}: rownolegloboki romby [ fewadraiy pl‘ﬂsmk@ty}
i trapezy. _
L L
Kwadrat Prostokat
o Wszystkie katy sa proste,
wszystkie boki sq réwnej diu- b P=a-b
oosei. . @
» Przekatne sa réwnej dlugo- &

$ci, sa do siebie prostopadle,
a punkt ich przeciecia dzieli P =g
je na polowy.

Romb

‘ ——il,dpdg:a.vh
a

o Wszystkie boki sa rownej dlugosci,
przeciwlegle boki sa rownolegle, przeciw-
legle katy sa réwne.

o Przekatne sa do siebie prostopadle.
a punkt ich przeciecia dzieli je na polowy.
e Suma katow wewnetrznych przy jed-
nym boku jest réwna 180°.

Trapez
b
i p = (atbhh
B )
(1
» Ma co najmniej jedna pare bokdw
rownoleglych.

dym z ramion jest rowna 180°,
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o Wszystkie katy sa proste, przeciwle-
gle boki sa réwne i réwnolegle.

» Przekatne sa rownej dlugosei, a punkt
ich przeciecia dzieli je na polowy.

Rownoleglobok

|
hy P=a-h

|*

(1

o Przeciwlegle boki sa réwne i réwnole-
gle, przeciwlegle katy sa rowne.

o Punkt przeciecia przekatnych dzieli je
na polowy.

e Suma katéw wewnetrznych przy jed-
nym boku jest réwna 180°.

Trapez réwnoramienny

e W trapezie réwnoramiennym, ktory
nie jest réwnoleglobokiem, przekatne
sa rownej dlugosei, a punkt ich prze-
ciecia dzieli je na polowy.



*5.7. Okrag opisany na czworokacie

Okrag jest opisany na czworokacie, jezeli wszystkie wierz-

cholki czworokata naleza do okregu. Moéwimy tez, ze

czworokat jest wpisany w okrag.

Na czworokacie mozna opisaé¢ okrag wtedy i tylko wtedy, j
gdy symetralne jego bokéw przecinaja sie w jednym

punkcie (uzasadnij). Punkt ten jest srodkiem okregu opi- \

sanego.
Nie na kazdym czworokacie mozna opisa¢ okrag.
[b] Ewiczenie 1

Uzasadnij, ze rownoleglobok. na ktorym mozna opisa¢ okrag, jest prostoka-
tem.

Twierdzenie

Na ezworokacie mozna opisac¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy &\
sumy miar przeciwleglych katow tego czworokata sa rowne @ 0
i maja po 180°: \ /

a+y=p0+0d=180°

[b] Cwiczenie 2

Udowodnij, ze jezeli na czworokacie mozna opisac
okrag, to sumy miar przeciwleglych katow tego czwo-
rokata sa rowne 1 maja po 180°. Skorzysta] z:

a) rysunku obok.

b) twierdzenia o kacie srodkowym i kacie wpisanym

opartych na tym samym luku (str. 235).

Cwiczenie 3
Katy a1 3 to sasiednie katy wewnetrzne czworokata. Oblicz miary pozostalych
katow tego czworokata, jezeli wiadomo, ze mozna na nim opisa¢ okrag.

a) a = 45", 3 = 60° b) a = 100°, 8 = 50° c) a=120°, f =150°

Cwiczenie 4
Oblicz miary katow wewnetrznych czworokata ABC D, jezeli wiadomo, ze na
czworokacie tym mozna opisa¢ okrag, oraz spelnione sa podane warunki.

a) JA=24C,4B=34D b) 9A=39C,4<B=24C

5.7, Okrag opisany na czworokacie 240 s



@ Cwiczenie 5
Uzasadnij, ze trapez, na ktorym mozna opisac¢ okrag, jest rownoramienny.

Cwiczenie 6
Na trapezie o kolejnych katach: a. 3. v i § mozna opisac¢ okrag. Oblicz miary
katow tego trapezu, jesli wiadomo, ze v = 4av.

Przyktad 1

Jedna z podstaw trapezu ABCD, wpisanego w okrag o promieniu 2, jest
Srednica tego okregu. a jeden z jego katéw ma miare 60°. Oblicz dlugosci
przekatnych tego trapezu.

Na trapezie mozna opisa¢ okrag, wiec jest to trapez
rownoramienny — jego przekatne maja rowna dlu-
gosc¢. Kat ADB jest katem prostym (jest oparty na
Srednicy), zatem sin 60° = § i stad:

r=4.-L-2/3
Kazda z przekatnych ma diugosé 2v/3.

Cwiczenie 7

a) Oblicz obwdd trapezu z powyzszego przykladu.

b) Jedna z podstaw trapezu jest srednica opisanego na nim okregu. Ramie
trapezu ma dlugosé¢ 1 em. a jego przekatne przecinaja sie pod katem 60°.
Oblicz obwod tego trapezu.

Mowimy, ze kolo jest opisane na czworokacie, gdy opisany jest na nim okrag
ograniczajacy to kolo.

Zadania

1. Czy na czworokacie o podanych kolejnych katach, gdzie o« > 0, mozna
opisac okrag?
a) o, 20, 3o, da b) 2a, a, 4a, S5 ¢) 3a, da, 3a, 2a

2. a) Oblicz pole kola opisanego na prostokacie o bokach dhugosei 6 i1 10.
b) W okrag o promieniu 20 wpisano prostokat. Stosunek dlugosci jego
bokéw jest réwny 3:4. Oblicz pole tego prostokata.

3. Przekatne prostokata przecinaja sie pod katem 60°. Oblicz pole kola opi-
sanego na tym prostokacie, jesli wiadomo, ze dlugos¢ rowna 6 cm ma jego:
a) krétszy bok, b) dluzszy bok.
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a) Na trapezie, ktérego wysokosé jest réwna 4 cm, opisano okrag o pro-
mieniu 5 em. Oblicz obwod tego trapezu, jesli wiadomo, ze jedna z jego
podstaw jest srednica tego okregu.

b) Jedna z podstaw trapezu jest Srednica opisanego na nim okregu. Kat
miedzy przekatna trapezu a ta podstawa ma miare 30°, a wysokos¢ trapezu
jest réwna 2 cm. Oblicz promien okregu opisanego na tym trapezie.

Na trapezie ABCD opisano okrag o promieniu R = 5 (rysunek ponizej).
Oblicz pole tego trapezu, jesli |AB| = 8 oraz |CD| = 6.

a) D C b) = ~C
A

R i

A\—/B
Na trapezie ABC D opisano okrag o srodku w punkcie O i promieniu K.
Kat miedzy dluzsza podstawa AB a promieniem okregu poprowadzonym
do punktu A jest rowny 30°. Oblicz dlugosci podstaw tego trapezu, jesli
jego wysokos¢ jest rowna h.
a) R=4cm, h=>5cm b) R=10em, h =3 em

W trapezie réwnoramiennym jedna z podstaw jest dwa razy dluzsza od
drugiej, a przekatna jest dwusieczna kata przy dluzszej podstawie. Oblicz
dlugodcei bokéw tego trapezu, jesli wiadomo, ze jego pole jest réwne 9 cm?,
Oblicz pole kola opisanego na tyvin trapezie.

a) Udowodnij, ze jesli na deltoidzie o bokach x i1 y mozna opisaé okrag, to
pole tego deltoidu wyraza sie za pomoca wzoru: P = xy.

b) Oblicz promien okregu opisanego na deltoidzie o bokach dlugosci 7 cm
i24 cm.

C

Na deltoidzie o polu rownym 312 opisany jest
okrag o promieniu 13 (rysunek obok). Oblicz
obwod deltoidu oraz pole trojkata AOD.

Na czworokacie ABC D opisano okrag o pro-
mieniu 6. Boki AD i DC maja réwne dlugo-
sci, a kat ABC ma miare 120°. Oblicz pole
tego czworokata, jesli wiadomo, ze stosunek pol

trojkatéw ABD i BCD jest réwny 2: 1.

5.7. Okrag opisany na czworokacie



Twierdzenie Ptolemeusza

Ponizsze twierdzenie przypisywane jest Klaudiuszowi Ptolemeuszowi, grec-
kiemu astronomowi i matematykowi zyjacemu w Aleksandrii w II wieku n.e.

Twierdzenie

Jesli na czworokgcie ABC' D mozna opisac¢ okrag, to D
suma iloczynow diugosci przeciwleglych bokow tego A
czworokata jest rowna iloczynowi dhugosci jego prze-
katnych:

|AB|-|CD|+|AD| - |BC| = |AC| - |BD| B o

Dowod

Na przekatnej AC wybieramy punkt P tak, by katy
ADB i CDP byly réowne. Poniewaz katy ABD i ACD
sa rowne (jako katy wpisane oparte na tym samym
luku), tréjkaty ABD i PC'D sa podobne.

BD AB]j .
Zatem :C?D: = {PC} i stad:
|AB| -|CD| = |BD| - |PC| (1)

Katy CAD i CBD sa réwne (jako katy wpisane oparte na tym samym luku)
oraz katy BDC' i ADP sa rowne (dlaczego?), wiec trojkaty BCD i1 APD sa

podobne.
r |BD| _ |BC| . . 4.
Zatem IAD| — [AP| i stad:
|AD|-|BC| = |BD| - |AP| (1)

Roéwnosei (I) 1 (I1) dodajemy stronami i otrzymujemy:
|AB| - |CD| + |AD| - |BC| = |BD| - |AP| + |BD| - |PC| =
= |BD|- (|AP|+ |PC|) = |BD| - |AC|

@ 1. Korzystajac z twierdzenia Ptolemeusza, udowodnij twierdzenie Pitagorasa.
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*5.8. Okrag wpisany w czworokat

Okrag jest wpisany w czworokat, jezeli wszystkie
boki czworokata sa styezne do tego okregu. Mowimy
wtedy tez, ze czworokat jest opisany na okregu.

W czworokat wypukly mozna wpisa¢ okrag wtedy
i tylko wtedy, gdy dwusieczne katéw wewnetrznych tego czworokata przecinaja

si¢ w jednym punkeie (uzasadnij). Punkt ten jest srodkiem okregu wpisanego.

Nie w kazdy czworokat mozna wpisac¢ okrag.

[b] Cwiczenie 1

Uzasadnij., ze prostokat, w ktory mozna wpisac¢ okrag, jest kwadratem.

Twierdzenie

W czworokat wypukly mozna wpisa¢ okrag wtedy

i tvlko wtedy, gdy sumy dlugosci przeciwleglych bo-

kow tego czworokata sa réwne:
at+tec=b+d

[b] Cwiczenie 2
Skorzystaj z rysunku obok i nudowodnij, ze
jesli w czworokat wypukly mozna wpisac
okrag. to sumy dlugosci przeciwleglych bo-
kow tego czworokata sa rowne.

Cwiczenie 3 Ay P b B
Czy w czworokat wypukly o podanych dlugosciach kolejnych bokéw mozna
wpisac¢ okrag?

a) 1,88, T b) 14, 9, 8, 13 c) 25, 16, 15, 24

(0] Cwiczenie 4
Uzasadnij, ze rownoleglobok, w ktéry mozna wpisac¢ okrag, jest rombem.

Na rysunku obok przedstawiono czworokat, w ktéry nie mozna

wpisa¢ okregu, mimo ze sumy dlugosci przeciwlegltych bokéw D
sa rowne:
‘ |AB| + |CD| = |AD| + | BC| A
Przyklad ten pokazuje, ze w twierdzeniu powyzej
zalozenie, ze czworokat jest wypukly, jest istotne. B

5.8. Okrag wpisany w czworokat
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I -5

Przykiad 1
Ramie trapezu rownoramiennego ma dhigoscé 5, a jego dluzsza podstawa ma
diugosé 8. W trapez ten wpisano okrag. Oblicz promien tego okregu oraz pole

trapezu.
W trapez wpisano okrag, zatem sumy dlugosci Db C
przeciwleglych bokéw tego trapezu sa rowne:
8+ b=>5+45, stad b = 2. Zauwaz, ze: 51, : 5
ll -
__a=b  8-2 . 0O
[AE| = I TR
Na podstawie twierdzenia Pitagorasa obliczamy
: - A Ea=38 B

wysoko§é trapezu: h? = 52— 3% = 16, czyli h = 4.
Promien okregu wpisanego w ten trapez jest réwny polowie jego wysokosci,
czyli r =2.

Pole trapezu: P = “;b ch = 8;—2 .4 =20,

Cwiczenie 5

a) W trapez rownoramienny o podstawach dlugosci 8 em i 18 cm jest wpisany
okrag. Oblicz pole tego trapezu.

b) Na okregu o promieniu 2 cm opisano trapez, ktorego ramiona maja diugosci
5 em i 7 em. Oblicz obwdd i pole tego trapezu.

c) W trapezie rownoramiennym opisanyim na okregu o promieniu 4 cm, jedna
z podstaw jest o 12 em dluzsza od drugiej. Oblicz pole i obwéd tego trapezu.

Cwiczenie 6

Skorzystaj z rysunku obok i uzasadnij, ze pole P
czworokata o obwodzie réwnym [ opisanego na
okregu o promieniu r wyraza si¢ wzorern:

P = %T-‘f

Zadania

1. a) Podstawy trapezu réwnoramiennego maja dlugosei 5 em i 9 em. Oblicz
dlugosé ramion i pole tego trapezu, jezeli mozna w niego wpisa¢ okrag.
b) Podstawy trapezu prostokatnego maja dlugosei 1 cm i 3 em. Oblicz
dlugosci ramion tego trapezu, jesli mozna w niego wpisac okrag.

2. Oblicz pole trapezu réwnoramiennego o ramieniu dlugosci 10 cm opisanego
na okregu o promieniu 4 cm.

3. W trapez réwnoramienny (niebedacy rombem) o kacie ostrym 45° wpisano
okrag o promieniu 1 em. Oblicz dlugosci podstaw tego trapezu.

5. Planimetria



Trapez ABCD jest opisany na okregu o promieniu 3. Oblicz pole i obwad
tego trapezu.

a) D_25 ¢ b) D__C
1) 12
A 15 B A B

W trapez o katach ostrych przy dluzszej podstawie 307 i 60” wpisano okrag
o promieniu 1 cm. Oblicz dlugosci podstaw tego trapezu.

Dluzsza z podstaw trapezu prostokatnego ma dlugosé 6 cm, a promien
okregu wpisanego w trapez jest rowny 1 cm. Oblicz dlugosé krotszej pod-
stawy tego trapezu.

a) W romb o boku dlugosci 2 em i kacie ostrym 60° wpisano kolo. Oblicz
pole tego kola.

b) W romb o kacie ostrym 30" wpisano okrag o promieniu D

2 cm. Oblicz pole tego rombu. C
Czworokat ABCD (rysunek obok) jest opisany na okregu

o promieniu 2. Wiadomo, ze |AB| = 5 oraz |CD| = 3.4.

Oblicz pole zacieniowanego obszaru. 4 .

Wykaz, ze jesli w trapez réwnoramienny (niebedacy rombem) mozna wpi-
sac okrag, to wysokosc tego trapezu h jest srednia geometryczna dlugosci
jego podstaw a i b, czyli h = Vab.

a) Uzasadnij, ze w dowolny deltoid mozna wpisaé okrag.

b) Pole deltoidu wynosi 42 em?, a jego obwdd jest réwny 28 em. Oblicz
pole kola wpisanego w ten deltoid.

Czworokatem bicentrycznym nazywamy czwo-
rokat, w ktory mozna wpisac¢ okrag i na ktorym
mozna opisa¢ okrag. Przykladem takiego czwo-
rokata jest kwadrat lub deltoid o dwoch katach
prostych.

Pole czworokata bicentrycznego o bokach dlu-
gosci a, b, ¢. d wyraza sie wzorem:

P = vabed

5.8. Okrag wpisany w czworokat
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Problem mostow krolewieckich

W XVIII w. w Krolewcu, miescie nad Pregola, bylo az siedem mostow.

Czy mozna bylo przejs¢ kolejno przez wszystkie mosty tak, aby kazdy z nich
przekroczy¢ tylko raz i wroci¢ do miejsca, z ktorego sie wyruszylo?

Na to pytanie odpowiedzial w 1736 r. Leonhard Euler [czyt. leonard ojler],

a zaproponowane przez niego rozwiazanie zapoczatkowalo rozwoj teorii grafow.

A D
B
Uktad mostow w XVIll-wiecznym Krolewcu: jeden Ukiad mostow przedstawiony
most faczy dwie wyspy (oznaczone A i D), szesc Za pomoca grafu. Czesci miasta
mostow faczy te wyspy z reszta miasta (litery B i C). oznaczone na mapie jako A, B,

C i D sa wierzchotkami, a mosty
— krawedziami grafu.

Stopniem wierzchotka grafu nazywamy liczbe krawedzi wychodzacych z tego wierzchotka.
W powyzszym grafie stopier wierzchotka A jest réowny 5, a stopnie wierzchotkéw B, CiD sa
rowne 3. Jest to przykiad grafu spéjnego, w ktdrym miedzy dwoma dowolnymi wierzchotkami
wiedzie droga prowadzaca po jego krawedziach.

Euler wykazat, ze w spojnym grafie ,,spacer” po wszystkich krawedziach, zaczynajacy sie i korczacy
w tym samym wierzchotku, wykorzystujacy kazda krawedz doktadnie jeden raz, jest mozliwy wtedy

i tylko wtedy, gdy kazdy z wierzchotkéw ma stopien parzysty. Taki graf nazywamy grafem
eulerowskim [czyt. ojlerowskim]. Graf z zadania nie jest grafem eulerowskim. Odpowiedz na pytanie
dotyczace spaceru po mostach w Krolewcu brzmi ,nie”.

E} Wyszukaj w dostepnych Zrédlach informacje o grafach.
P Znajdz informacie o grafie poteulerowskim [czyt. pétojlerowskim].

Kaliningrad,
niegdys Krélewiec

e T I e
Hﬁ_ﬁ; -
i e gt P &

e R
-



5.9. Wielokaty foremne

Wielokatem foremnym nazywamy wielokat. ktory ma wszystkie boki réw-
ne oraz wszystkie katy réwne.

Cwiczenie 1
Narysuj czworokat oraz szeSciokat niebedace wielokatami foremnymi, ktére
maja: a) wszystkie boki rowne, b) wszystkie katy réwne.

Cwiczenie 2
Ile osi symetrii ma przedstawiony wielokat foremny?

a) trojkat ¢) pieciokat e) siedmiokat g) dziewieciokat
b) kwadrat d) szesciokat [) odmiokat h) dziesieciokat

© O 0

Na kazdym wielokacie foremnym mozna opisac¢ okrag. Jego srodek jest punk-
tem przeciecia symetralnych bokow tego wielokata.

Mowimy, ze kolo jest opisane na wielokacie, gdy opisany jest na nim okrag
ograniczajacy to kolo.

Przykiad 1

Na rysunku obok przedstawiono okrag o srodku O
opisany na pieciokacie foremnym. Oblicz miare kata
wewnetrznego tego pieciokata. O

)

Kat o ma miare 2= = 72°. Zatem:
B = 3(180° — 72°) = 54°

czyli kat wewnetrzny ma miare réwna 2 - 54° = 108°.

Cwiczenie 3
Uzasadnij, ze kat wewnetrzny n-kata foremnego ma miare réwna == - 180",

5.9. Wielokaty foremne
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Na rysunku obok przedstawiono okrag o srodku O opi-

sany na szesciokacie foremnym o boku a. Zauwaz, ze

dluzsze przekatne szesciokata dziela go na szesé przysta- R
jacych tréjkatow rownoboceznych. Zatem promien okregu
opisanego na szesciokacie foremnym ma dlugosé rowna
diugosci boku szesciokata: R = a.

Cwiczenie 4
a) Oblicz dlugoéé okregu opisanego na szesciokacie foremmym o polu 150v/3.
b) Oblicz pole szeSciokata foremnego wpisanego w kolo o polu 327.

W dowolny wielokat foremny mozna wpisac¢ okrag. Jego srodek jest punktem
przeciecia dwusiecznych katow wielokata.

Mowimy, ze kolo jest wpisane w wielokat, gdy wpisany
jest w niego okrag ograniczajacy to kolo.

Na rysunku obok przedstawiono okrag o srodku O wpi-
sany w szesciokat foremny o boku a. Promien tego okre-
21 Wyraza si¢ Wzoreli:

a3

2

r =

Cwiczenie 5

a) Oblicz pole kola wpisanego w szesciokat foremny o obwodzie 54 c¢m.

b) Oblicz dlugosci przekatnych szeSciokata foremnego opisanego na okregu
o dlugosci 127 cm.

@ Cwiczenie 6
Dany jest n-kat foremny o boku dlugosci a opisany na okregu o promieniu r.
1

Uzasadni], ze pole tego wielokata jest rowne sn -a - r.

Zadania

1. Oblicz miare kata wewnetrznego:

a) osmiokata foremnego, b) dziesieciokata foremnego.

2. lIle bokéw ma wielokat foremny, ktorego suma miar katow wewnetrznych
jest réwna: a) 720°,  b) 900°,  ¢) 1260°,  d) 1440°,  e) 16207

3. Wyznacz réznice miedzy polem kola opisanego na danym wielokacie oraz
polem kola wpisanego w ten wielokat.

a) kwadrat o boku a b) szeSciokat foremny o boku a
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4. Dany jest szesciokat foremny o boku a i polu P. Promien okregu opisanego

=l
~

=l
@

na tym szesciokacie jest rowny [, a promien okregu w niego wpisanego jest
rowny r. Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

a R r =
4t / ' ) . / .? 77 :: I
i G cm 7 ’

7 7 ? 16 em?
N . 7 ) 12 cm | ‘?

a) Podaj liczbe przekatnych szesciokata foremnego.

L2 3

b) Uzasadnij, ze liczba przekatnych dowolnego n-kata jest réwna 5n*—3n.
Przekatne osmiokata foremnego poprowadzone %
z jednego wierzcholka podzielily ten osmiokat na o .
szeSé trojkatow (rysunek obok). Wyznacz miary
katow tych tréjkatéw. E A
Uzasadnij, ze pole osmiokata foremnego wpisanego
w okrag o promieniu 1 jest réwne 24/2. H

G

Uzasadnij, ze promien okregu opisanego na osmiokacie foremnym o boku a
jest rowny 1av/4 + 2v2.

Uzasadnij. ze promien okregu wpisanego w oSmiokat foremny o boku a
a(1+v2)
T

jest rowny
Dany jest n-kat foremny o boku dlhugosci 2 em. Uzasadnij, ze roéznica mie-
dzy polem kola opisanego na tym wielokacie i polem kola wpisanego w ten
wielokat jest réwna 7 cm?, niezaleznie od liczby bokéw wielokata.

Dany jest wielokat foremny o boku a. Promien okregu opisanego na tym
wielokacie jest rowny R. a promien okregu wpisanego w ten wielokat jest

réwny r. Uzasadnij, ze a = 2/ R? — r2.

a) Uzasadnij, ze bok n-kata foremnego wpisanego w okrag o promieniu R
ma dlugosé 2R sin 1_@5__
b) Uzasadnij, ze promien okregu wpisanego w n-kat foremny o boku diu-

gosci a jest réwny § - ctg 5.

5.9. Wielokaty foremne
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Wartosci funkcji trygonometrycznych katéw: 18°, 36°, 54°, 72°

Twierdzenie

| Przekatna pieciokata foremnego o boku 1 ma dlugosé rowna -i»i'}iﬁ

Dowaod
Rozwazmy pieciokat foremny ABCDE D
o boku 1 (rysunek obok). Oznaczmy przez d
dlugosé jego przekatnej oraz niech:
FA| =2 P, ¢
Trojkaty ABD 1 FAB sa podobnymi trojka-
tami rownoramiennymi o katach réwnych:
727, 72°, 36° (sprawdz). Zatem:

z_ 1
1 d

A B
de =1 1

Tréjkat BF D jest réwnoramienny (jego katy sa réwne 367, 367, 1087), wiec
|FB| = |[FD| = d — . W tréjkacie FAB mamy: |FB| = |AB| = 1, stad

d — x = 1. Podstawiamy = = d — 1 do rownania dr = 1 1 otrzymujemy:

did—1)=1
d2—d—-1=0
1-\/5 1+/5
d= —Eﬂ lub d = +2"G
Dodatnim rozwiazaniem tego réwnania jest liczba %

Przykiad
Oblicz sin 54°,

Zauwazmy, ze < DCB = 108" (rysunek powyzej), zatem:

L T
: : %|DB| 1 1+v5 _ 1+/5
H 5 — _E..— e —
in 54 DO 2 : 2
1. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycz-
nych katéw: 18°, 36°, 54°, 72° (rozpatrz
trojkaty rownoramienne ABD i1 BCD  sina 7 A RE2 R,

& 18° | 36° | 54~ | 72°

i
z rysunku w dowodzie powyzej). a na- -
=T 1 SEF VL RO - . 5 = = {'GS {} 7 '?‘ 1;' '.?
stepnie przerysuj do zeszytu przedstawio-
na obok tabele i ja uzupelnij. tga VOIS
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5.10. Twierdzenie sinusow

Przypomnijmy, ze rozwigzaniem trojkata nazywamy wyznaczenie dlugosci
jego trzech bokéw 1 miar jego trzech katow. Jednym z twierdzen wykorzy-
stywanych do rozwigzywania trojkatéw jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie sinusow
W dowolnym tréjkacie stosunki diugosei bokéw do

sinusow przeciwleglych katow sa réwne Srednicy
okregu opisanego na tym trojkacie:

'a. = 'b — .c*. —9R
sin o sin 4 sin -y
Dowéd. Udowodnimy, ze — = 2R. (Réwnosci — = 2R oraz — = 2R
sin-y sin e sin /3
dowodzi sie analogicznie). Mozliwe sa trzy przypadki ze wzgledu na kat ~.
1° Kat 5 jest katem prostym (rysunek po prawej). B
Mamy ¢ = 2R oraz siny = 1, stad :'5.-; =2K.
2° Kat v jest katem ostrym (rysunek po
lewej).
Prowadzimy srednice AD i rozwazamy
trojkat ABD. Kat ABD jest katem C
prostym, zatem # = sin .

Katy + i ¢ sa oparte na tym samym luku, czyli sa réwne,

s ; .
wige 37 = siny. Stad otrzymujemy:
c
=27

sin -~y

3° Kat v jest katem rozwartym (rysunek ponizej).
Prowadzimy srednice AD i rozwazamy trojkat ABD.
Kat ABD jest katem prostym, zatem:

£ =2R

sin @

Suma katow v 1 ¢ jest rowna 1807, stad:

B
siny = sin(180° — ) = siny //
S . s
Zatem zachodzi réwnos¢ ——— = 2R. ﬂ

sin-y ey

Uwaga. Jezeli nie zostanie powiedziane, ze jest inaczej, bedziemy przyjmowad, ze boki
trojkata: a, b, ¢ leza odpowiednio naprzeciw katéw: a, 3. 7.
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Jesli dane sa dwa katy i bok tréjkata, to do jego rozwiazania mozemy skorzy-
stac z twierdzenia sinusow. Tam, gdzie jest to potrzebne, odpowiednie wartosci
mozna odezytaé z tablic wartosei funkeji trygonometrycznych (str. 384).

Przyktad 1

Rozwiaz tréjkat ABC (rysunek obok), w ktérym dane
sa katy a = 50° i 3 = 67° oraz bok ¢ = 4.

Obliczamy miare kata ~:

v = 180° — (50° + 67°) = 180° — 117° = 63°

Dlugosci bokéw a i b obliczamy, korzystajac z twier-
dzenia sinusow:

.-:1 — .c SRR e (:-.sinrx e 4:?1115[{:' ~ 3.44
siney siny’ sin-y sin 637
_b _ = 2 gatem b= = '_Si“ﬁ = 4?“1?:-_:?" =~ 4.13.
sin 3 sin -y sin -y sin G3°
Cwiczenie 1
Rozwiaz trojkat o danych katach i boku.
a) o =45 B=60°,¢=86 ¢) oe=40% 3v=50°b6=10
b) a =30°, #=105", ¢=8 d) =69, =35 a=35

Twierdzenie sinusow pozwala réwniez rozwiazac trojkat, gdy dane sa dwa jego
boki i kat lezacy naprzeciw jednego z tych bokow.

Przykiad 2

Rozwiaz trojkat ABC (rysunek obok), w kté-
ryim dane sa dlugos$ci bokéw a = 51 b = 4
oraz kat a = 30°.

Na podstawie twierdzenia sinuséw:

a b
Sin e sin 3
G g bhsin o 4 sin 30°
sin 3 = = == = ():4
7 5
7 tablic Ddgzxrrtujg;m}r_ ze 3~ 24°. sin 4 = 0,4 rowniez dla 3 = 156°, ale te mo-
: I ' zliwosé odrzucamy, gdyz 1567 4- 307 > 180",
zatem v ~ 180° — (30° + 24°) = 126°.
# . L c u A
Z réwnosci —— = —— obliczamy dlugosé boku ¢
51 oy S 7y

1 sin 7y Ssin 1267 5-0,81
: i ST =81
sin v sin 30° 0.5

sin 126° = sin(180" — 54" ) = sin54™ &= 0,81
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Cwiczenie 2
Rozwiaz trojkat o danych bokach 1 kacie.
a) a=7,b=06,a=80° ¢c) b=9,¢c=10, y=45°
b)a=3,b=6, a=30° d) b=35,c=4, 8=060°

(0] Przykiad 3
Uzasadnij, ze nie istnieje trojkat o bokach a = 3, b = 9 1 kacie a = 30°.
Zalozmy, ze taki trojkat istnieje. Wowezas na podstawie twierdzenia sinusow
prawdziwa jest rownosc: 3 9
sin30°  sinfd

Stad otrzymujemy:
sin 30°

3
Z otrzymanej sprzecznosci wynika, ze taki trojkat nie istnieje.

sinf?=9-

3
—E}l

[b] Cwiczenie 3
Uzasadnij, ze nie istnieje trojkat spelniajacy podane warunki.
a) a=3, b=2,8=60° b)a=2b=4, a =45°

Przyktad 4
Rozwiaz trojkat o bokach @ = 51 b = 8 oraz kacie a = 30°.

Wyznaczamy miare kata [3:

) b = : ¥ ¥ .
- = Korzgyvstamy z twierdzenia sinusow.
sin oy sin (3
. bsin o Hsin 30°
sin 3 = e = 0,8
il 5

Z tablic (str. 384) odezytujemy, ze sin3 = 0,8 dla kata ostrego 3, =~ 53°.
Zauwazmy, ze sin 3 = 0,8 réwniez dla kata 3, = 180" — 3, = 127°. Kat 3,
spelnia warunki zadania, gdyz 127° 4+ 30° < 1807,

Zatem warunki zadania spelniaja dwa trojkaty:

o trojkat o katach: a = 30°, 3; = 53", e trojkat o katach: a = 307, 3 = 1277,
v = 180° — (30° 4+ 53°) = 97° Yo = 180° — (30° 4+ 127°) = 23°

C1
7 rownania =<— = —2— pbliczamy: Z réwnania —2— = —2— obliczamy:
sin = sin o . sin v sin o .
@ sin -y @ Sin i
e =220 x99 e =22222 39
511 ¢ 5111
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Rozpatrzmy dwa odcinki a i b oraz kat ostry a. z ktérych cheemy zbudowac
trojkat taki, ze kat o bedzie lezal naprzeciwko boku a. Moze wowczas
zachodzi¢ jedna z ponizszych sytuacji:

a < bsino a = bsino bsina<a<hb a=b
Taki trojkat Trojkat jest Istnieja dwa Istnieje jeden
nie istnieje. prostokatny. takie trojkaty. taki trajkat.

Cwiczenie 4

Rozwiaz trojkat o danych bokach i kacie.

a) a=3,b=2>5, a=30 ¢c) a=9,b=10, a =60°
b) a=8, b=10, a = 45° d) a= 1; =28, § =45
Zadania

1. Oblicz miary pozostalych katow trojkata ABC.
b) |AC| = 3v6, |BC| =9, $BAC = 120°

2. a) Bok trojkata polozony naprzeciw kata o mierze 120° ma dlugosc 10.
Oblicz promien okregu opisanego na tym trojkacie.
b) Kat rozwarty tréjkata wpisanego w okrag o promieniu 6 ma miare 135°.
Oblicz dlugosé boku trojkata polozonego naprzeciw tego kata.
c¢) Kat przy podstawie trojkata rownoramiennego ma miare 15°. Uzasad-
nij. ze promien okregu opisanego na tym trojkacie jest rowny diugoseci
podstawy trojkata.

3. Rozwiaz trojkat o danych bokach i kacie.

a) a=4,b=06, a=30 ¢} b=11,e=132, 8 =60

b) a=19,b=10, a = 45° d) a =10, ¢ = 20, v = 150°
4. Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie ABC, jesli:

a) a =4, a = 135°, d) a=T7, a=120°,

b) =T, 8= 107, 7= 43>, el a=3, =30, a=4dy,

¢) =10, §=135°, f] e=1l, 0= =45,
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[D] 10.

W momencie. gdy promienie sloneczne tworza z po-
wierzchnia ziemi kat 30°, cien drzewa jest o 12 m
dhuzszy niz wtedy, gdy tworza one kat 40°.
Oblicz wysokosc¢ drzewa.

Rozwiaz tréjkat ABC, jedli: 12m

a) b= 10, a = 30°, 8 = 75°, d) b=6,c=5, = 20°,
b)ib= 0.0 =4b% 4="Th e] a=5; e="T,4=110%
¢) ‘a=12, b= 186, a=30°, £l a=68 e=3, 5=40°

Dane sa katy o 1 3 trojkata wpisanego w okrag o promieniu 6 cm. Oblicz
obwod trojkata, jesli:
a) a=45°, 3=60°, b)a=30°, 3 =135

Polprosta C'P jest dwusieczna kata v w troj-
kacie ABC (rysunck obok). Korzystajac

z twierdzenia sinusow, udowodnij réwnosc:
x _ Y

i1 b

Dany jest trojkat o bokach a. b, ¢ oraz katach o, 3, v. Wyprowadz wzor:

a b e
sin o sin 3 sin~y
korzystajac z tego, ze pole dowolnego tréjkata wyraza kazda z rownosci:

P= %ahsin*‘;r, = %ﬂ,csinﬁ, = %hcsinc‘:

Uzasadnij, korzystajac z twierdzenia sinusow, ze
pole dowolnego trojkata o bokach a, b. ¢ wyraza (.
s1¢ Za PoImoca WZOTll:
p = abe o=&
iR
\i/

gdzie R jest promieniem okregu opisanego na tym
trojkacie.

Niech a 1 (3 beda katami ostrymi trojkata takimi, ze o > 3. Uzasadnij, ze
bok a jest dluzszy od boku b.

(8
W okrag wpisano tréjkat réwnoboczny ABC' (ry-
sunek obok). Punkt P nalezy do luku AB,
a) Oblicz sinus kata PAC, jesli |AC| = 6 oraz
|PC|=3v2+ 6
="
P

b) Wykaz, ze |AP| + |BP| = |CP|.
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5.11. Twierdzenie cosinusow (1)

Twierdzenie cosinuséw
Dla dowolnego trojkata (oznaczenia jak na rysunku) prawdziwe B
sa nastepujace zaleznosci:

a’ = b* + ¢ — 2bccosa

b =a®+ ¢ — 2accos 3

2 =a?+ b2 — 2abcosy A - b C

Dowé6d. Udowodnimy zaleznosé ¢ = a* + b* — 2abcos~y. (Pozostale dwie za-
leznosci dowodzi sie analogicznie). Mozliwe sa trzy przypadki ze wzgledu na
kat ~. Rozpatrzmy dwa z nich (przypadek trzeci — patrz ¢wiczenie 1.).

17 Kat ~ jest katem prostym, czyli trojkat ABC' jest prostokatny.
Wowezas cosy = 0 i rdwnoéé przybiera postaé¢ ¢ = a® + b* — jest ona
prawdziwa na podstawie twierdzenia Pitagorasa.

2° Kat 7 jest katem ostrym (rysunek ponizej).
Dowdd przeprowadzimy przy zalozeniu, ze < BAC jest ostry.
Z wierzcholka B opuszczamy wysokosc¢ h. Punkt D dzieli B
bok AC na dwa odcinki o dlugosciach:
|IDC| = acosy, |AD|=b—acos~y
Stosujemy twierdzenie Pitagorasa dla trojkatow
C'BD oraz ABD i otrzymujemy odpowiednio:

h* = a* — (acos7)?
oraz:
h* =¢* — (b— acosy)?
Zatem:
= (b— acos "‘I-")z = a® — (acos T}E
¢? — b* + 2abcosy — a*cos® v = a* — a* cos*y

i ostatecznie ¢ = a? + b* — 2abcos~.

0] Cwiczenie 1
Udowodnij, ze ¢? = a® + b*> — 2abcos v w przypadku,
gdy v > 90 (rysunek obok).
Wskazowka. Zauwaz, ze |C'D| = a cos(180” —~), a nastep-

. ) - - . .
nie wyznacz h=, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla

trojkata BCD oraz dla tréojkata BAD.
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[b] Cwiczenie 2
Uzasadnij, ze z twierdzenia cosinusow wynika twierdzenie odwrotne do twier-
dzenia Pitagorasa.

Przykiad 1
Rozwiaz trojkat o bokach a = 2v/3 i b = 6 oraz kacie v = 30°.
Aby obliczy¢ diugosé boku e, korzystamy z twierdzenia cosinusow:
2 =a*+b* — 2abcosy
= (2v3)2+6°—2-2v3-6-cos30° = 12+ 36 — 24\/3 - E"’E =12 0
Stad ¢ = /12 = 2+/3.

Zatem jest to tréjkat réwnoramienny o katach:
a = 30°, 3= 120°, v = 30°.

A e B
Cwiczenie 3
Oblicz dlugosé trzeciego boku trojkata ABC, jesli:
a) a=15, b="T,v=1060° ¢) 6=38, c=2v2, B=45,
b)a=5,b="7,v=150°, d) b=3, c=2v2, a =135°.

Twierdzenie cosinuséow pozwala rowniez wyznaczy¢ katy trojkata, gdy dane
sa dlugosci wszystkich jego bokow.

Przykiad 2
Wyznacz miary katéw tréjkata o bokach: a = 6, b = 3v/2, ¢ = 3/10.

Wyznaczamy miare kata ~:
¢ = a2+ b2 — 2abcos ~ f&f.:{'zwl;mu_\' z twierdzenia
St d COSINUSOW.
aul: e s
. a?4b%-c? _ 36+18-90 _ 36 _ 1 _ V2
05 2ab 36/2 36v/2 V2 2

Zatem y = 135°.
Wyznaczamy miare kata o

a® = b2 + P - P Korzystamy z twierdzenia

cosinusow,
Stad:
_ b¥4+e?-a? _ 18490-36 _ 72 _ 2 _ 25 _,
COSa = T = /a0 3B - B - 5 0894
Z tablic (str. 384) odezytujemy: a = 26°3(). ¢

Wyznaczamy miare kata /3:
3 =180° — (@ + ) ~ 1830
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Cwiczenie 4
Wyznacz miary katow trojkata o podanych bokach.
ﬂ)ﬂ.:]___b:]_!{‘= 2-[—\/.‘3 b}(]:\/i._h=2:(.'=1+\/§

Zadania

1. Oblicz dlugos¢ trzeciego boku trojkata ABC.

a) a=4,b=+3,y=30° ¢) a=2,b=06, y=120°
b) b=5, c=3vV2, a =45 d) a=2v3, c=4, g =150°

2. Dane sa dlugosci dwoch bokéw trojkata ABC: a = 6 1 b = 10. Oblicz
dlugos¢ boku ¢, jesli wiadomo, ze siny = :1 oraz kat v jest:

a) ostry, b) rozwarty.

3. Dane sa dlugosci a, b dwoch sasiednich bokéw rownolegloboku oraz kat ~
wyznaczony przez te boki. Oblicz dlugosci przekatnych tego rownoleglo-

boku.
a) a=2,b=4v3,7=30 c) a=5,b=3,y=60°
b) a =4, b=2y2, =45 d)a=6,b=28,yv=120°

4. Oblicz miare kata 3 trojkata ABC.
a) a=5b=+19,¢=3 b) a=v2,b=+v10,c=2

5. Wyznacz miary katow trojkata o podanych bokach.

a) a=2/3 b=4v3.¢=6 h}m:x/ﬁ,h=2\/§,{:=\/§+3

Wyznacz miary katoéw trojkata o podanych bokach.
8) =2 58=3 p=4¢ bla=3,b=56¢=T

[

o

7. a) Jeden z bokéw tréjkata jest trzykrotnie dluzszy od drugiego boku, a kat
miedzy nimi zawarty jest rowny 60°. Oblicz dlugosci tych bokow, jesli
wiadomo, ze trzeci bok tego trojkata ma dlugosé 7.

b) Jeden z bokéw tréjkata jest czterokrotnie dluzszy od drugiego boku,
a kat miedzy nimi zawarty jest rowny 120°. Oblicz dlugosci tych bokdw,
jesli wiadomo, ze trzeci bok tego trojkata ma dlugosé 21.

8. W trapezie ABCD dluzsza podstawa AB ma dlugosé 83, a kat BAD
jest réwny 60°. Przekatna AC ma diugosé 6 1 zawiera sie w dwusieczne]
kata BAD. Oblicz obwod tego trapezu.
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5.12. Twierdzenie cosinusow (2)

Aby rozwiazac¢ trojkat, gdy mamy dane dlugosci jego dwéch bokéw i miare
kata polozonego naprzeciwko jednego z nich, mozemy skorzystac z twierdzenia
sinusow lub postapic¢ tak, jak w przykladzie ponizej.

Przyktad 1

W trdjkacie ABC (rysunek obok) dane sa [AC| = 4
i |BC| =5 oraz < BAC = 60°. Oblicz dlugosé

boku AB.

Korzystamy ze wzoru a® = b* + ¢ — 2be cos a:
25=16+c*—2-4-¢-cosb)
Otrzymujemy réwnanie kwadratowe:
2—4c—-9=0
A =16+36=52, vVA=2/13

Stc e
= 4-2V13 _

2
c=H2D _ 94 VI3
Zatem bok AB ma dlugosé¢ réwna 2 + /13.

2 — /13 < 0 (sprzecznosd)
Iub

- = # - L) a A 1 " - s
Zauwaz, ze rownanie a° = b® + ¢* — 2be cos a., gdzie nieznany jest bok ¢, moze
mie¢ dwa rozwiazania, jedno rozwiazanie lub nie mie¢ rozwiazann.

Cwiczenie 1

Oblicz dlugosé trzeciego boku trojkata ABC, jesli:
a) |AC| =8, |BC| =17, 4BAC = 60°,

b) |[AC| =5, |AB| =8, SABC = 45°.

Cwiczenie 2
W tréjkacie ABC dane sa dlugoéci bokéw: |AC| = 2v6 i |BC| = 2V/3 oraz
miara kata BAC réwna 30°. Rozwiaz ten trojkat.

Cwiczenie 3

Rozwiaz trojkat ABC, jesli:

a) b=6,c=6v2, 8 =145, c) a=3+v3, b=3v2, 8 =60,
b) a=4, b=2+2V3, v =30°, d) a=2V7,c=2, o =120°.

5.12. Twierdzenie cosinusow (2)
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Twierdzenie
W tréjkacie naprzeciwko wiekszego kata lezy dluzszy bok.

Dowod
Niech a bedzie katem ostrym. Mozliwe sa trzy przypadki ze wzgledu na kat /.

1 Kat 3 jest katem ostrym (rysunek obok). Zalézmy. ze

o < 3, wowezas sin o < sin 3, czyli ::::i; < 1. Na podsta-
wie twierdzenia sinusow:
it { in ¢
—— = —_ zatem a=b-— < b L.
=10 ey sin [ sin 3
b
2" Kat 3 jest katem prostym. Wowczas 3 jest najwiekszym katem trojkata,
a przeciwprostokatna jest jego najdluzszym bokiem. Cy &
:

#

37 Kat (3 jest katem rozwartym (rysunek obok). Rozwazimy
trojkat prostokatny ABC, taki, ze |BC,| = |BC|. Wéw-
czas a < |AC,| oraz z twierdzenia cosinuséw wynika,
ze |AC,| < b (gdyz cos 3 < 0). Zatem a < b.

Cwiczenie 4

a) Oblicz dlugosé najdluzszego boku trojkata, ktérego dwa krétsze boki maja
dlugosci 2 em i 243 em, a jeden z katéw ma miare 150°.

b) Suma miar dwoch katow trojkata ostrokatnego jest réwna 135°, a jego dwa
dluzsze boki maja dlugosei 3v/2 em i (3 + v/3) em. Oblicz dlugoéé trzeciego,
najkrotszego boku tego trojkata.

[E] Przykiad 2
Dany jest trojkat o bokach 2, 3 i 4. Kat o jest najmniejszym katem tego
trojkata, a kat 3 — najwiekszym. Wykaz, ze dla katow tego trojkata zachodza

zaleznodci: sin 7 = 2sin o oraz cos 3 = —-,f; COS (.

Kat « lezy naprzeciwko najkrotszego boku trojkata, a kat 3 —
naprzeciwko najdluzszego. Z twierdzenia sinusow:
2 4

sin ey sin 3

zatem sin 3 = 2sin a.

Korzystamy z twierdzenia cosinusow:

PRI e M R
T 2.4.3 T 247 8
) 2 2_ 42
cos (1 = M S
' 2:3+2 12 1
Zatem cos 3 = —Z cosa.

. 270 5. Planimetria



)

)

Cwiczenie 5
Dany jest trojkat o bokach 4, 51 6. Wykaz, ze sin 7 = 2sina cosa, gdzie a
jest najmniejszym katem tego tréjkata, a 3 — najwiekszym.

Przykiad 3
a) Wykaz, ze trojkat o bokach dlugosci:a = 4, b = 61 ¢ = 9 jest rozwartokatny.

Bok ¢ jest najdiuzszym bokiem trojkata, zatem kat ~ jest jego najwiekszym
katem. Obliczamy cos<y, korzystajac z twierdzenia cosinusow:
 _a24b?-2 4246792 20

' 2ab 2:.4:6 48
Otrzymalismy cosy < 0, wige v € (907:1807). Oznacza to. ze trojkat jest
rozwartokatny.

b) Wykaz, ze tréjkat o bokach dlugosci: a =9, b =71 ¢ = 6 jest ostrokatny.

Bok a jest najdiuzszym bokiem tréjkata, zatem kat a jest jego najwiekszym
katem. Obliczamy cos «, korzystajac z twierdzenia cosinuséw.
Bief-a® _ 72467292 4 1

2be 2:7-6 854 21
Otrzymalismy cosa > 0, wiec a € (0%;90°). Najwickszy kat trojkata jest
katem ostrym, co oznacza, ze trojkat jest ostrokatny.

COS 0 =

Cwiczenie 6
Oblicz cosinus kata lezgcego naprzeciw najdluzszego boku trojkata o bokach
a, b, ¢. Czy trojkat ten jest ostrokatny, prostokatny, czy rozwartokatny?

a) a=8,b=T7,¢=05 c) a=10,b=11,c=4
b) a=25, b= T, c=24 d) a==16; b==20,e==21
Zadania

1. Oblicz cosinus najwiekszego kata trojkata o bokach a, b, ¢. Czy srodek
okregu opisanego na tym trojkacie lezy wewnatrz trojkata?
a)a=6,b=T,¢=8 ¢) a=2,b=2V2,¢c=1
b)a=9,b=606,c=4 d)a=4,b=2/3,¢c=2

2. Boki trojkata maja diugosei 5, 6 1 7. Oblicz:
a) cosinus kata lezacego naprzeciwko najdiuzszego boku,
b) dlugos¢ srodkowej poprowadzonej do boku o dlugosci 6,

¢) promienn I? okregu opisanego na tym tréjkacie i promien r okregu wpi-
sanego w ten trojkat.
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3. Dane sa dwa boki a 1 b pewnego trojkata oraz jego pole P. Oblicz cosinus
kata wyznaczonego przez te boki, a nastepnie oblicz dlugoscé boku e.

a) a=4,b=10, P =12 b) a=5,b=6, P =102

4, Oblicz cos~, sinvy i pole trojkata o bokach a, b, c.
a) a=3b=v2¢=5 b)a=2,b=+5,¢=V3

5. a) Oblicz dlugosé¢ przekatnej trapezu réwnoramiennego, ktérego dluzsza
podstawa ma dlugosé 10 cm, ramie ma dlugoscé 6 cm, a kat miedzy ramie-
niem i diuzsza podstawa ma miare 60°.

b) Podstawy trapezu maja dlugosci 3 em i 6 em, a jego ramiona sa rowne
4 em i 5 em. Obliez dlugosci przekatnych tego trapezu.

6. a) Oblicz dlugodci przekatnych rombu o obwodzie réwnym 16 cm, jesli
wiadomo, ze cosinus kata rozwartego tego rombu jest rowny —%.
b) Kat rozwarty réwnolegloboku jest dwukrotnie wiekszy od jego kata
ostrego, a jeden z jego bokéw jest trzykrotnie dluzszy od drugiego boku.
Oblicz dlugosci przekatnych tego rownolegloboku, jezeli wiadomo, ze jego
obwdd jest rowny 16 em.

=) 7. Na stoku o kacie nachylenia 10° ustawiono
stup XY wysokosci 14 m. Jakiej dlugosci sa
odciagi poprowadzone z punktu P, polozo-
nego w srodku wysokosci slupa, do punktow
A i B znajdujacych si¢ 6 m od podstawy
stupa (rysunek obok)?

@ 8. Przeczytaj podany w ramce szkic dowodu twierdzenia mowiacego, ze kat
lezacy naprzeciwko dluzszego boku tréjkata jest wiekszy od kata lezacego
naprzeciwko krotszego boku.

Rozpatrujemy tréjkat ABC, w ktérym |BC| < |AC|.

Na boku AC wyznaczamy punkt D taki, ze |CD| = |CB]|.
1. Zauwazamy, ze a < 0.

2. 4CBD <  oraz 6 =4CBD
(trojkat BCD jest réwnoramienny), ;
wiec a < 3. A B

D

Uzasadnij spostrzezenie, ze w powyzszym szkicu dowodu a < 4.
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5.13. Zagadnienia uzupetniajgce
M Okrag dopisany do trojkata

Okregiem dopisanym do tréojkata nazywamy okrag styczny do jednego
z bokow tréojkata oraz przedluzen dwoch pozostalych jego bokow.

A B K
Srodkiem okregu dopisanego (rysunek powyzej) jest punkt przeciecia dwu-
siecznych dwoch katéow zewnetrznych trojkata — kata CBK 1 kata BC'L
oraz dwusiecznej kata BAC (uzasadnij, ze dwusieczne te przecinaja sie
w jednym punkcie). Dla dowolnego tréjkata ABC istnieja trzy okregi do-
pisane, styczne odpowiednio do bokéw AB, AC i BC.

Jesli trojkat ABC o bokach a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB| ma pole
rowne P, to promien r, okregu dopisanego do tego trojkata i stycznego
do boku BC' jest rowny: op

Te = Fic—a

Dowod
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku powyzej. Otrzymujemy:
= 2okl c =l
Praco, = 30ras Paapo, = 5CTas PacBo, = 574
Wyznaczamy pole tréjkata ABC:
P = Praco, + Prapo, — Pracpo, =
1 L. 1 L .
= sbr, + 5cr, — 301, = 51.(b+c—a)
2P

St{:}:d Ta = m

1. Oblicz promien okregu dopisanego do tréjkata rownobocznego o boku 1.
2. Oblicz promienie okregéw dopisanych do tréjkata prostokatnego o bokach

rownych 3, 4. 5.
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M Konstrukcja wybranych wielokatow foremnych

Nie wszystkie n-katy foremne mozna skonstruowac, korzystajac tylko z cyrkla
i linijki. Carl F. Gauss ndowodnil twierdzenie mowiace, dla jakich liczb n jest
to mozliwe. Na przyklad dla n < 20 sa to: n € {3,4,5,6,8,10,12,15,16,17}.

Konstrukcja szeSciokata i dwunastokata foremnego wpisanych w okrag
# Na okregu wybieramy dowolny punkt A
1 zaczynajac od tego punktu, odmierzamy : \
luki o promieniach réwnych promieniowi
okregu. Wyznaczone w ten sposob punkty:
A, B, C, D, E i F sa wierzcholkami sze- D}

sciokata foremmnego.

» Konstruujemy symetralna odcinka AB.
Przecina ona okrag w punkcie A,. Odcinek
AA, jest bokiem dwunastokata foremnego
wpisanego w ten okrag.

Y

s Nastepnie, zaczynajac od punktu A;, odmierzamy huki okregéw o pro-
mieniu |AA,|. Punkty przeciecia tych lukéw z okregiem sa pozostalymi
wierzcholkami dwunastokata.

3. Skonstruuj kwadrat i osmiokat foremny wpisane w dany okrag.

Konstrukcja pieciokata foremnego wpisanego w okrag
= Rysujemy dwie prostopadle érednice AC i BD.

= Wyznaczamy punkt M — $rodek odcinka OC, @ Pi———
gdzie O jest srodkiem okregu.

= Rysujemy luk okregu o $rodku M i pro-
mieniu | BM |. Luk ten przecina $rednice AC'

w punkcie N. D<

&
- | \
- ) -
S

= Odcinek BN ma dlugosé boku szukanego
pieciokata — odkladamy go kolejno na okre-

: ) : AL Ps MR-
gn i otrzymujemy pozostale wierzchotki pie-
{:iﬂkq,l'-ﬂ: Plr Rg, xp;g 1 Pt. A

4. Powyzej opisano konstrukcje pieciokata foremmnego wpisanego w dany
okrag. Opisz, jak za pomoca cyrkla 1 linijki skonstrnowac¢ pieciokat fo-
remny, gdy dany jest bok tego pieciokata.
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M Odcinki stycznych i siecznych

Twierdzenie o siecznych

Jesli dwie sieczne poprowadzone z punk-
tu P lezacego na zewnatrz okregu prze-
cinaja okrag odpowiednio w punktach
AiBoraz CiD, to:

|PA| - |PB| = |PC| - |PD|

Dowad
Czworokat ACDB jest wpisany w okrag, stad 4CAB = 180°— 4 PDB.

JPAC =4 PDB, co oznacza, ze trojkaty PAC i PDB sa podobne.

Z proporcji }££|| = }iﬁ? otrzymujemy réwnosé¢ |PA|-|PB| = |PC|-|PD|.

Twierdzenie o stycznej i siecznej

Jesh przez punkt P przechodzi styczna
do okregu w punkcie C' oraz sieczna prze-
cinajaca okrag w punktach A i B, to:

|PC|* = |PA| - |PB]

@ 5. Dany jest okrag o srodku w punkcie O.

Z punktu P poprowadzono styczna do
tego okregu w punkcie ' oraz sieczna
przecinajaca okrag w punktach A i B.
Udowodnij twierdzenie o stycznej i siecz-
nej, wykazujac kolejno. ze:

1. APCA ~ APBC,

2. |PC|* = |PA| - |PBj.

6. Oblicz odleglos¢ punktu P od srodka okregu o promieniu 2.5 cm, jesli
wiadomo, ze:
a) styezna do tego okregu poprowadzona z punktu P ma z okregiem punkt
wspdlny A taki, ze |PA| = 6 cm,
b) sieczna poprowadzona z punktu P przecina ten okrag w punktach C
i D takich, ze |[PC|=2cm i |PD| =5 cm.
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v
Zestawy powtorzeniowe

W Zestaw |

1. Oblicz pole zacieniowanego obszaru.

a) b)

2. Wyznacz miary katéw a i 3.

\\/

3. Odcinek AC jest srednicg okregu o promieniu 2. Cieciwa AB tego okregu
ma dlugoéé¢ 2v/3. Wyznacz miare kata miedzy cieciwg AB a styczna do
okregu w punkcie B oraz miare kata miedzy cieciwa BC a styczna do
okregn w punkcie C.

4. Punkty: A,, As, ..., Ag dziela okrag na 8 lukow
0 rownej rllugjm»u (rysunek obok). Wyznacz mia-
re kata miedzy cieciwa:

a) Ay As a styczna do okregu w punkcie A,

b) A3 Ag a styczna do okregn w punkcie Ag.

5. Oblicz dlugosé okregu wpisanego w trojkat:
a) prostokatny réwnoramienny, ktérego wysoko$é opuszezona na przeciw-
prostokatna jest rowna 3,

A
b) o bokach diugosci 20, 21 i 29.
R WU
6. W tréjkat o bokach: a = 16, b = 13 i¢c = 9 /Gl j
wpisano okrag (rysunek obok). Oblicz dlugoéci )
odcinkéw: AP, BQ) i CR. B a '
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[p] 7.

10.

1.

12.

S

Wykaz, ze suma dlugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego jest
rowna sumie srednic okregu wpisanego w ten trojkat i okregu na nim
opisanego.

Oblicz promien okregu przechodzacego B

przez punkty A, B. D oraz promien

okregu przechodzacego przez punkty A, 3

B. C (rysunek obok). Oblicz odleglosé 4 - 6

miedzy srodkami tych okregow. A D ¢

W trojkat prostokatny wpisano okrag. Punkt stycznosci okregu z przeciw-
prostokatna podzielil ja na odcinki dlugosci 6 1 9. Oblicz pole tego trojkata
oraz promief wpisanego okregu.

Okrag o promieniu 1 em jest wpisany w trojkat rownoramienny o podsta-
wie 4 cm. Oblicz dlugos¢ ramienia tego trojkata.

Jeden z bokéw trojkata wpisanego w okrag jest jego srednica i ma diu-
gos¢ 5 cm. Oblicz pole tego trojkata, jesli wiadomo, ze:
a) stosunek dlugosci jego pozostalych bokow jest rowny %,

b) jest on rownoramienny.

Rownoramienny trojkat ABC o kacie miedzy ramio-

nami 45° jest wpisany w okrag o promieniu 8 (rysu-

nek obok). Oblicz:

a) dlugosci lukéw AB i BC, A @
b) pole zacieniowanego odcinka kola,

¢) obwod trojkata ABC. B

ET

B Zestaw Il

15

2.

Dany jest réwnoleglobok o bokach a i 2a oraz kacie ostrym 30°. Wyznacz
dlugosci przekatnych tego rownolegloboku.

Bok kwadratu BC DE ma diugos¢ 6 (rysunek obok), A -4
a przekatna prostokata ACDF ma diugosé 10. Ob-
licz promieni okregu, ktérego tukiem jest BE. B E

Dhugosci podstaw trapezu rownoramiennego sa row-
ne 5 i 3. Oblicz promien okregu opisanego na tym
trapezie, jesli wiadomo, ze jego:

a) wysokosé jest réwna 3,

b) kat ostry ma miare 30°. C D

Zestawy powtdrzeniowe
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4. Oblicz pole osmiokata foremnego:
a) opisanego na kole o polu réwnym 47 cm?,

b) ktorego najkrotsza przekatna ma dlugosé 2 em.

5. Oblicz obwod i pole trojkata ABC, jesli:
a) a=10,b=8, v =607, b) b=4, 6 = 30°, v = 45°.
6. Dzialka budowlana ma ksztalt nieregularnego czworokata. Wyniki pomia-

row wykonanych przez geodete sa przedstawione na rysunku. Oblicz pole
powierzchni tej dziatki.

h] 40 m

Q-f*"
1207 °
50 m 60 m

7. Kat ostry rownolegloboku ma miare 75°, jeden z jego bokéw ma dlugosc
4 ¢m, a krétsza przekatna ma dlugoéé 2v/4 + V3 em. Oblicz obwéd i du-
2os¢ drugiej przekatnej tego rownolegloboku.

8. Srodek okregu opisanego na trapezie lezy na jednej z jego podstaw. Oblicz
dlugosci ramion tego trapezu, jesli jego podstawy maja dlugosci 151 9.
9. W trapez rownoramienny wpisano okrag. Oblicz pole tego trapezu, jesli:
a) jego wysoko$¢ ma 2 cm, a suma dlugosci ramion jest rowna 10 cm,
b) promien okregu jest réwny 6 cm, a kat ostry trapezu ma miare 30°.

10. Podstawy trapezu rownoramiennego maja dlugosci a i 3a. Ile powinna by¢
rowna wysokosé tego trapezu, aby mozna bylo w niego wpisaé okrag?

@ 11. Uzasadnij, ze prosta | na rysunku ponizej dzieli odcinek AB na polowy,
a nastepnie przyjmij, ze promien wiekszego okregu jest rowny 106, a mniej-
szego 9, 1 oblicz promien okregu:

a) opisanego na czworokacie O PQA,
b) wpisanego w czworokat O, PQA.
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Sposob na zadanie @

Przykiad

Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC oraz |AD| = |AC|, |BD| =
|ICD| =5i|BC| = 4vy/2. Oblicz obwéd tréjkata ADC.,

Aby rozwiazad to zadanie, mozemy postapic¢ na rézne sposoby.

I sposob ¢

Aby obliczy¢ cos 3, korzystamy z twierdzenia
cosinusow dla trojkata BCD:

52 = (4v/2)2+12—2-44/2-1.cosf3 b 5N\ \dv2
25 = 33 — 8v/2cos 3
8v2cos 3 =8 :
cos 3 = % A b D1E

Obliczamy b, korzystajac z twierdzenia cosinusow dla trojkata ABC':

b =(b+1)2+(4v2)2—2-(b+1)-4v/2cos 3
b=b>4+2b+1+32-8b-38
6b = 25
b= 4l

Obwod trojkata ADC jest rowny 2-43 +5 =13

II spos6b

Aby obliczy¢ cos . korzystamy z twierdzenia

cosinusow dla trojkata BCD:

(4v/2)2 =52 +4+12—-2-5-1-cosd
32 =26 — 10cosd
10cosd = —6
cosd = —2

Zatem:
cos SADC = cos(180° — §) = —cosd = 2

Prowadzimy wysokos¢ AE tlf’)iL@ta rownoramiennego ACD. Trojkat ADE
jest prostokatny oraz |[ED| = 2. wiec:

cos @ADC = cos JADE = Z2
Stad: .
%:% czyli b= 3 r=4%

i
3

] [

Obwdd tréjkata ADC jest rowny 2-42 +5 =13

1
3’

OdpDWiEdi: Obﬁ,' Ao = 13%
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@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1. Dany jest okrag o promieniu av/2. Pole szedciokata foremmnego wpisanego
w ten okrag jest rowne:

A. ﬁé_{‘—ia?, B. Ga®, C. 3v/3a2, D. 6v/3a2.

2. Pole wycinka kola o promieniu 4 wyznaczonego przez kat 547 jest rowne:
At [}\Gﬂ_a Bi 112?]—! Ci 1,8?{1 DI 2,‘4?I'+

3. Katy tréojkata réwnoramiennego maja miary: a, o i1 4, a jego ramie ma
dlugos¢ 2. Promien okregu wpisanego w ten tréjkat jest rowny:

A. 2v/3-3, B. 24/3 -2, C. 3v2 -3, D. 3v2-2.
4. Dane sa trazy okregi o srodkach A,

B, C parami styczne zewnetrznie ﬂ

(rysunek obok). Promienie tych .

okregow sa odpowiednio rowne 3, Y

6 1 10. Cosinus najwiekszego kata
trojkata ABC wynosi:

Bk @ -
B —&, D. 0.

5. Okrag o srodku w punkcie ) i okrag o srodku w punkcie O, przecinaja
sie w punktach A i B. Kat O, AB ma miare 60°, a kat O, AB — miare 30°.
Jesli odeinek AB ma dlugosé 4, to promien okregu opisanego na czworoka-
cie 01 A0, B jest rowny:

A. V3, B. 43, C. 2v3, D. IV3.

6. Na czworokacie o kolejnych katach o, 3, « i 6 opisano okrag. Jesli d = ba
oraz o + 3 = 100°, to:
A. v=100°, B. 4 =120°, C. v=140°, D. v = 160°.

7. Trzy kolejne boki czworokata maja dlugosci: 2v/2, 4 — v/2, 5 — /2. Jedli
w czworokat ten mozna wpisa¢ okrag, to jego czwarty bok ma dlugosé:

7 7 ¥ 7

A. 2v2-17 B. 2V/2+1° C. V2-1’ D. Va4l

8. Trapez prostokatny o kacie ostrym 45° opisany jest na okregu o promieniu
rownym v/ 2. Obwaod tego trapezu jest wiekszy od srednicy okregu o:
A. 8+4V2, B. 8 +2v2, C. 6+4v?2, D. 6 +2V2.
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Przed obowigzkowa matura z matematyki @

M Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)

Pole wycinka kola o promienin r wyznaczonego przez kat a < 180" jest
rowne P. [le jest rowne pole wycinka kola o promieniu 2r wyznaczonego przez
kat 2a7

Zadanie 2 (2 pkt)
Oblicz réznice miedzy polem kola opisanego na kwadracie o boku V2 +1
a polem kola wpisanego w ten kwadrat.

Zadanie 3 (2 pkt)
Na rysunku obok przedstawiono okrag o srodku O
i promieniu r. Wyznacz kat a.

Zadanie 4 (2 pkt)
Oblicz dlugosé okregu opisanego na trojkacie ABC,
jesli SABC = 150° oraz |AC| = 4.

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 5 (5 pkt)

Dane sa dwa okregi o srodkach O, i O, styczne

zewnetrznie (rysunek obok). Okrag o srodku O,
ma promien R = 5 oraz wiadomo, ze
|PB| = 12. Oblicz sinus kata O, PA

oraz promien r okregu o srodku 0.

Zadanie 6 (4 pkt)

Dany jest trojkat prostokatny réwnoramienny.
ktorego przeciwprostokatna ma dlugosé 8 cm.
Oblicz pole kola wpisanego w ten trojkat.

Zadanie 7 (4 pkt)
Wyznacz miary katow rombu o boku a
i jednej z przekatnych dlugosci av/2 — v/2.

Zadanie 8 (5 pkt)
Odcinek DC' na rysunku obok ma dlugosc
V6 + /2. Oblicz obwéd trojkata ADC.
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@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-3 odpowiedz ma postac trzycyfrowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)

Czworokat ABCD, w ktorym |AD| = 4 em, |BC| = 5 c¢m, opisany jest na
okregu o srednicy 3 cm. Niech P bedzie polem tego czworokata wyrazonym
w cm?. Zakoduj trzy poczatkowe cyfry rozwiniecia dziesietnego liczby P.

Zadanie 2 (2 pkt)

W tréjkacie ABC dane sa:  ABC = 23°, JACB = 64° i |BC| = 800. Oblicz
dlugosé boku AC tego tréojkata i zaokraglij ja do najblizszej liczby calkowite].
Zakoduj cyfre setek, dziesiatek i jednosci otrzymanego wyniku.

Zadanie 3 (2 pkt)

Odleglosé¢ miedzy Poznaniem a Warszawa jest rowna 300 km. Pilot lecacy
samolotem z Poznania do Warszawy po przebyciu 200 km zorientowal sie, ze
pomylil kurs o 20°. W jakiej odleglosci (w kilometrach) znajdowal si¢ wéwezas
od Warszawy? Zakoduj cyire setek, dziesiatek i jednosci otrzymanego wyniku.

Poznan 300 km Warszawa

Zadanie 4 (4 pkt)
Oblicz pole kola wpisanego w trapez rownora-
mienny o podstawach dlugosci 8 cm i 18 cm.

Zadanie 5 (5 pkt)

Proste AP i BP sa styczne do okregu o srodku
w punkcie O i promieniu r = 3 cm (rysunek
obok). Odleglosé punktu O od punktu P jest
rowna 5 cm. Oblicz promien okregu wpisanego

w czworokat PAOB.

Zadanie 6 (4 pkt)
Dany jest trdjkat o bokach 6 cm, 5 em i 4 em. Oblicz dlugosé srodkowej tego
trojkata poprowadzonej do najdluzszego boku.

Zadanie 7 (6 pkt)

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym |AB| = 18, |AC| = 15, |BC| = 12. Dwu-
sieczna kata AC'B przecina bok AB w punkcie D. Oblicz promien okregu
opisanego na trojkacie ADC.
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Funkcja wyktadnicza
| funkcja logarytmiczna

Do opisu niektorych wielkosci fizycz-
nych wykorzystujemy skale logaryt-
miczng. Jedng z takich wielkosci jest
poziom glosnosci réznych zrodel dzwie-
ku (tabela obok) — dziesi¢ciokrotnemu
wzrostowi natezenia dzwieku odpowia-
da wzrost poziomu glosnosci o 10 decy-
beli (patrz str. 313).

Zrodlo dzwicku

Odrzutowiec

Koncert rockowy

Cicha rozmowa

Szelest lisci

Prég slyszalnosci

Poziom glosnosci
160 decybeli
120 decybeli

40 decybeli
10 decvbeli

0 decybeli




Warto powtorzyc

Potega o wyktadniku wymiernym
1. Oblicz.

. ; 6 2y e : 3
a) (—4)" c) 473 e) (13) g (3) i) (1%)
b) (-5)' )5 HE)"  wE> DEY
2. Przedstaw liczbe w postaci 2™. Dlaa,b>0izycQ:
a) 2- ?1 2% i) 4900, g4 1. g%+ a¥ = g=t¥
b) 2 g) (1672:273) -4 5 & _ =y
¥
{‘) ( J 11) (43}_2 :64_3 3. (R.‘E}H — g%V
d) 2 21‘ i) 327 (279" 4. a® - b* = (ab)*
Dreay ) ey 5 & _ (A
= b (h)
3. Przedstaw liczbe w postaci a™, gdzie a € N.
a) 3*-(81-9°9)1 ¢) 0.01-16-5" e) 3272 : (643 : (%)_J)
b) 125%-0,2°7 d) 2¢.92.36°5 £) (2)7°. (2) 71,8
4. Oblicz. ,
a) 497 ¢) 643 e) 8% g) (&)* i) (21) 72
b) () d) (3)° f) 811 B), (F)° ) (35)°
5. Przedstaw liczbe w postaci a™, gdzie m € Q.
a) 74.7% ¢) (2)7-(2) " ¢) 3%.3°%.92
. q o= o N —G
b) 3% .33 d) L.(s2)7? £) 25705. (a‘?)

6. Ktora z liczb jest wieksza: x czy y7

~\—4 _ . ‘3
a) ;r=(-‘§’) ) q=\/§¢/’§é/§ h):r:(%) ?, y=(31,ﬁ)ﬂ

i

7. Podaj konieczne zalozenia, a nastepnie upros¢ wyrazenie.

8. P{}dﬂj koniu'?nc zalozenia, a nastepnie upros¢ wyrazenie.

byt o Vet o) Vot yageyh
E a 3 . 9 ) 3
b) (”ﬁ} (v T?ﬁ)d d) (ﬂ.b' ::) = vab? f) (;zriy) : (-.my)
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6.1. Potega o wyktadniku rzeczywistym

Potrafimy okregli¢ wartosé liczbowa potegi a® (nie okreslamy potegi 07), gdy
wykladnik x jest liczba naturalna, calkowita lub wymierna.

Pokazemy na przykladach, jak mozna okresli¢ wartos¢ liczbhowa potegi a”, gdy
x jest liczba niewymierna (w celu sformulowania Scistej definicji wykorzystuje
sig pojecie granicy ciagu — zostanie ono omowione w dalszym toku nauki).

Przyktad 1
Podaj kilka przyblizen dziesietnych liczby 3v2,

V2 = 1,414213562.. ., zatem rozpatrujemy kolejno:

31..] ~ 4.655536722 Podane w tabeli przyblizenia mozemy obliczyé,
. | . korzystajac z odpowiedniego kalkulatora lub kom-

q1,41 ~ 4,706965002 pibai

Jrna ~ 4,727695035

L4124 798733930

Po podstawieniu w wyktadniku coraz dokladniej-

1414218562 |~ 4 798804386 szveh I|;|1/_'-. hlizen [l{”/ ?'III, v . f:il/}u&:r.]: my coraz do
: kltadniejsze przyblizenie liczhy 3% =,

Zauwazmy, ze gdy wykladnik z ,zbliza sie” do V2. to 3% _zbliza sie” do pewnej

liczby rzeczywistej, ktora oznaczamy 32, Korzystajac z kalkulatora, mozemy

obliczy¢ przyblizona wartosé 3V2 ~ 4,72880438784.

Przykiad 2

Podaj kilka przyblizen dziesietnych liczby 5V2.
514 ~ 9.518269694 V2 = 1,414213562...
plidlaz ~ 0,738305174

pLAMA3 | ~ 9738508928
5[.-“-12[35[52 ~ 9.73851?75{1

Po podstawienin w wykladniku coraz dokladniej-
o szvch preyblizen liczby +/ 2 otrzevmujemy coraz do-

~ 9,738517742

by |
-

=y

ktadniejsze przyblizenie liczby 5

Cwiczenie 1
Vva

Podaj przyblizenia dziesietne liczb 5Y3 1 5Y5 4 dokladnoscia do 0,0001.

6.1. Potega o wykladniku rzeczywistym



Przykiad 3
Podaj kilka przyblizen dziesietnych liczby 27,

. m = 3,14159265...
g A 8,815240027

3.14159 ~ 8,824961595
93,14159265 ~ 8.824977805

Po podstawienin w wykladniku coraz dokladniej-

szveh prayvblizen liczby ., otreyvmujemy coraz do-
2 ~ 8,824977827 ek i caby , otrzymujemy
kladniejsze przyblizenie liczby 27,

Cwiczenie 2
Korzystajace z odpowiedniego kalkulatora, podaj z dokladnoscia do 0,0001
przyblizenie dziesietne liczby: a) 37, b) 57, c¢) 7".
Podane w . Warto powtorzy¢” wzory dla poteg o wykladnikach wymiernych
sq prawdziwe réwniez dla poteg o wykladnikach rzeczywistych (zaréwno wy-
miernych, jak i niewymiernych).

Twierdzenie
Dla dowolnych liczb a.b € R, i dowolnych x.y € R prawdziwe sa wzory:
a® (v
i S e £ I — B e r—
1. a* - a¥ = a*t¥ 3. (a®)¥ =a*¥ 5. bﬂ*_(b)
2. = gy 4. a" - b* = (ab)®
= =a .a® - b" = (ab)
Cwiczenie 3
Ktory z powyzszych wzoréw wykorzystano w obliczeniach?
V3 - .
d) (2@) :21.@-\;'2:22:4 (t} 6“«(%)“:(5,%“29“
b) & = ()" =3 d) 5Y2 . 51V = 5VEH~VE = 5
Cwiczenie 4
Oblicz.
= V3 - V3+1 = A 2ﬁ+ﬁ
a) (5"3) c) (a”’“?‘ 1) e) TV?.49°7 g) P
1 2v2 = VY2 = o = V341 -3
h) (362) d) (21;’? v’?) f) gvs . 31-2v5 h) %
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Zadania

. Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 3.

)-f+~.s’_

a) 3%.31-v2 c) (5(‘

d) (3’3)' v

e) GVT . VT

b) 37 :3%-2 £) (V3) - (V3)

. Oblicz.

a) 61-V2Z . gv2+! d) 93V | g-V5 g) V3 .31-v3 .93
b) 5743 : 5~ e) 4¥8:2%3 K} 45H 87 11D
= Pty 5 = g 1 = V5+2
vE-1 5yvE+2 ’ ar V545 i 5 .63 B
o) (- (3) ) - I ) £ {0/50)
. Przedstaw liczbe w postaci a”, gdzie a € N.
&) 2¥7-3. 48 ¢) 9% . 27! e) 1.97+3 .81
= 2
b) 23 . /2 d) 27- (3-»*‘?-) £) 7-2V2 ; 497+V2

. Sprawdz, czy liczba ¢ nalezy do przedzialu (3;6). Nie korzystaj z kalkula-
tora, tylko z podanych przyblizen.

a) g =4v31; 3 ¢) g=6Y3: (vﬁﬂ)

q_(tﬂ \‘Iﬁ'

V2 2V3 2 3.32199709

3V3 & 6,70499185
b) g = 0,53+ . 6V3 6V3 ~ 22,2739634

. Sposrdd liczb x,y, z wybierz takie dwie, z ktérych jedna jest odwrotnodcia
drugiej.

praw-:lmw-:—z.

ﬂ) 251@’5 ’ 322—@ E45 42V3 . 8 IEI 1 F') al-V2 . 142

1
o R L] e
c) 16v3+1 — 2 : w2 7] w3

(716

22':1' am

1
9-2v5 ., 973 7]
27 3671

5 F =i
}J) gjr - 27 i md Sll_v.-g 1 o }

d)

. Dla jakiej liczby & prawdziwa jest rownosé?

EL} 5v’2_51=1 h) 51—1r|5:r=5

6.1. Potega o wykladniku rzeczywistym
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6.2. Funkcja wyktadnicza

Przyktad 1
Wykres funkeji f(z) = 2* okreslonej dla # € R szki-
cujemy, korzystajac z ponizszej tabeli.

r =3 -2 -1 -3 0 1| 2|3

fey| 2| s sfal1]vala]als

ba =

Zbiorem wartosci funkeji f jest przedzial (0;00).

Przykiad 2
Wykres funkcji g(x) = 4% okreSlonej dla x € R szki-
cujemy, korzystajac z ponizszej tabeli.

T —2 —% —1 | —

0 1| 2|2

e
b [

glz) | = | s |31 35| 1]2]|4)|8]16

Zbiorem wartosci funkcji ¢ jest przedzial (0;00).
Wykresy funkeji g(z) = 471 f(x) = 2* dla poréwnania
naszkicowano w tym samym ukladzie wspolrzednych.

Cwiczenie 1

Naszkicuj w tym samym ukladzie wspélrzednych wykresy funkcji: f(x) = 27,
glx) = 37 i h(z) = 4% okreSlonych dla x € R. Podaj wspélrzedne punktu
wspolnego tych wykresow.

Cwiczenie 2

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk-
cii: flx) =2%, 9lz) = (f})'ir hiz) = (%);

a) Dobierz wzér do kazdego wykresu.

b) Punkty P(4.a), Q(—2.b). R(c,33) naleza do
wykresu funkcji g. Wyznacz niewiadome wspol-
rzedne tych punktow.

¢) Ktore sposrod punktow:

A(4,38), B(-4,4%), ¢(-4. %)

256

9

naleza do wykresu funkcji h?

B 268 6. Funkcia wykiadnicza i funkcja logarytmiczna



Przykiad 3
Wykres funkeji f(z) = (1) okreslonej dla « € R
&

szkicujemy, korzystajac z ponizszej tabeli.

¢ |-3|—-2|-1[—-3|0| 3|1 |23
fley| 8 | 4| 2|1 (v2|8|3|%|3

Uwaga. Wykres funkeji f(x) = (é)r mozna otrzymac

przez symetryczne odbicie wykresu funkeji g(z) = 2°
wzgledem osi OY, poniewaz f(z) = (3)" =27 = g(—x).

Cwiczenie 3

a) Naszkicuj wykres funkcji f(z) = (3)".

b) Naszkicuj w tym samym ukladzie wspolrzednych
wykresy funkeji g(x) =471 h(x) = (—}1)}

Cwiczenie 4

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funkcji:
flz) = 8%, g(z) = 0.2°, hle)=1.5% i k(z)= 1%,
Dobierz wzor do kazdego wykresu.

Definicja

Funkcje postaci f(xz) = a*, gdzie a > 01 a # 1, okreslong dla z € R,
nazywamy funkcja wykladnicza.

¥

O0<a=<1

ol 1 X

Dla a € (0; 1) funkcja wykladnicza
f(x) = a® jest malejaca.

Dziedzina funkeji wykladniczej f(x) = a* dla dowolnego a € (0;1)

a1

ol 1 X

Dla a € (1;00) funkecja wykladnicza
f(z) = a® jest rosnaca.

U (1;00)

jest zbior liczb rzeczywistych R. a jej zbiorem wartosci — przedzial (0;00)
Wykres funkeji wykladniczej przecina oé OY w punkcie (0, 1), natomiast nie
ma punktéw wspolnych z osia OX, ktora jest jego asymptota pozioma.

Uwaga. Dla a = 1 funkcja f(x) = a” jest funkcja stala: f(x) =1

6.2. Funkcja wykladnicza

289 I



Przykiad 4

Zapisz liczby lﬂ‘ﬁ, 1041, 10* w kolejnoséci od najmniejszej do najwiekszej.
Funkeja y = 10” jest rosnacai 1,4 < v2 < 1,5, stad:
10" < 10¥2 < 10®

Przykiad 5 -
Zapisz liczby 0.9v2, U,QE'?, 0.9% w kolejnosci od najmniejszej do najwigkszej.
Funkeja y = 0,9" jest malejaca i 1,7 < v/3 < 1,8, stad:

0,9 < 0,9v° < 0,9'7

Cwiczenie 5
Zapisz liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwieksze;j.

ﬁjl 5%._, G%. 511.3! 50,33 (:) (}-.f).r-]i._ U,G:’{, U.(j%. U.ﬁ'g. [].,6”'35

. = 2 L5 2 Va z
B) 784,788, ;08 ONONORAORNORNOL
Zadania
1. Oblicz wartosci funkeji f dla = € {—4.-3,—3.3,3,4}.

a) f(z)=23° ¢) flz)=(3)" e) f(x)=8"

b) f(x) = 4* d) flz)=(3)" f) f(x)= 100"

2. Punkt P(2,16) nalezy do wykresu funkcji f(x) = a®. Czy punkt @ tez
nalezy do wykresu funkeji f7

2) Q(1,2) b) Q(5,1024)  ©) Q(-3,%) ) Q(-1,Z)

3. Punkt P(2.2) nalezy do wykresu funkeji f(x) = a®. Czy punkt @ tez
nalezy do wykresu funkeji f7
a) Q(1,1) b) (4.4) ) Q(8,8) d) Q(—8, 1

4. Do wykresu funkcji wykladniczej f(z) = a® nalezy punkt M. Naszkicuj
wykres tej funkeji.
a) M(2,3) b) M(-3,8) c) M(3,2) d) M(3,32)

w[G

5. Okresl monotonicznosé funkcji f.
a) f(z)=(£) b) fz)= (V3—1)" ¢ fl&)=(VE-1)

6. Zapisz liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwickszej.

a) 217, 2%, 2v2 2v3 ¢) Im wE wt wr
b) (3% (2 ™ @) 9,929, 9
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F i

10.

1

Zapisz liczby w kolejnosci od najwiekszej do uajmuiejszej.
I /5 - 9 3 3
a) 4%, 8%, 167, 327, 2561 b) (1), (1), (&)%, (&)F, L

Podaj wspélrzedne trzech punktéw nalezacych do wykresu funkeji f, tak
aby kazda z tych wspdélrzednych byla liczbg wymierna. Naszkicuj wykres
funkeji f.

2) f@)=(V3)" b f@=(EF) o f@)=(R)

Naszkicuj w jednym ukladzie wspoélrzednych wykresy funkeji f i g. Od-
czytaj z rysunku rozwiazanie réwnania f(x) = g(x) oraz zbiér rozwigzan
nierownosci f(x) = g(x).

a) f(x) =3 g(z)=4x+1 d) flz)=(3)", g(z) =2 +4
b) f(z) = 2%, g(z) = §z +1 e) flz)=(3) g(z) = 1z + ¥
c) flz)=4% g(x) = f) f(x)=(3)" 9(x) = x| +1

Podaj zbior rozwiazan nieréwnosci, korzystajac z odpowiednich wykresow.
a) 27 > 3* b) 3 < 4° ) (3)" < (%) d) (3)" <3

Czy wiesz, ze...

W zastosowaniach czesto korzysta sie z funk-
cji wykladniczej f(x) = e*. Liczba e (ozna-
czenie wprowadzone przez Leonharda Eulera
[czyt. ojlera]) jest liczba niewymierna:

e = 2,718281828...

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji f(z) = e* oraz dla poréwnania wy-
kresy funkcji g(x) = 2% i h(x) = 3*.

Coraz dokladniejsze przyblizenia liczby e
otrzymujemy, obliczajac wartos¢ wyrazenia:

e
T

dla coraz wickszych liczb naturalnych:

1 10 1 100
(1 + E) — 2.5937.... (1 + ﬁ-) — 2.7048....

1 1000 i i
(1+—) —2.7169. ... (1+

1000 1 000 000

1 000 Q00
) — 2.718280469...

Uporzadkuj w kolejnosci rosnacej liczby: 9. 2v/2, (ye)', e, V3.

6.2. Funkcja wykladnicza
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6.3. Przeksztalcenia wykresu
funkcji wyktadniczej (1)

Przyktad 1

Wykres funkeji g(ax) = 2* — 1 otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkeji f(x) = 2% o 1 jednost-
ke w dél, czyli o wektor [0, —1].

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji g. Podaj zbior wartosci tej funkeji i rownanie asymp-
toty poziomej jej] wykresu.

a) gle) =3 -2 b) glx) =2 +1
Przyktad 2
Wykres funkeji g(z) = 22 otrzymujemy przez

przesuniecie wykresu funkcji f(x) =2 o 2 jed-
nostki w prawo, czyli o wektor [2,0].

Cwiczenie 2
Naszkicnj wykres funkeji g. Poda) odcieta punktu nalezacego do wykresu funk-
cji g, jesli rzedna tego punktu jest rowna 1.

a) glz) =31 b) g(z) = 2=+2 ¢) g(z)=(3)"

Przyktad 3 ER L4
Jak nalezy przeksztalci¢ wykres funkt‘:ji Flm)=3%, b

; i 3T,
aby otrzymad wykres funkeji g(x) = =7

27" S
3:!: 3.!" ‘ T—' | of : : : -
g(z) = 5z = 7 =33 0l 1: X

Wykres funkeji f nalezy przesunac o 3 jednostki w prawo, czyli o wektor [3, 0].

Cwiczenie 3
Opisz, jak nalezy przeksztalcic wykres funkcji f(x) = 2%, aby otrzymac wykres
funkcji g.

a) g(z) = % b) g(z) = % ¢) glz) =v2.-2*

Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkcji g oraz podaj jej zbior wartosci.

a) g(z) =2"""+2 b) g(x) = % ~9 c) g(z) = 2%+3 + 4

4
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Przykiad 4

Wykres funkeji g(x) = —27 otrzymujemy przez syme- b R
tryczne odbicie wykresu funkeji f(z) — 2* wagledem I S 0 e .
osi OX (rysunek obok).

Cwiczenie 5 |
Naszkicuj wykres funkeji g i okredl jej monotonicznoéé. -

‘3‘} ﬂ{:}.‘.) = —3°

Zadania

1. Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj zbiér wartosci 1 miejsce zerowe funkeji f
oraz rownanie asymptoty poziomej jej wykresu.

a) f(x)=2"+2 ¢) flx)y=(3)" -1 e) fla)=4"7"—4
b) f(z)=3" -1 d) f(z)=3*+1 £) fz) = (%)“P -3
2. Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji ¥ (3,5)
f(x) = 2" 4+ a. Podaj wartosé wspolezynnika a.
3. Wykres funkeji f(x) = 2% + a przechodzi przez 1 7
punkt P. Podaj wartos¢ wspélczynnika a. O / X
a) P(0,-3) b) P(2,7) EN D) e
4. Naszkicuj wykres funkcji f. Odezytaj z wykresu zbidr rozwiazan nierow-

nosci f(z) = 1.

a) f(z)=4.2* e

y aT
b) f(z) =% c) flz) =13
5. Naszkicuj wykres funkcji f. Odczytaj z wykresu zbior rozwiazan nierow-
nodci f(z) = —1.
a) f(x)=—2%72
6. Naszkicuj wykres funkeji f, a nastepnie wykres funkcji g(x) =
Podaj zbiory wartosci funkcji f i funkeji g.
a) flz)=2-3 b) f(z) =3"+1 g) Tld)= (%)‘T —2
7. Wykres funkeji f(xz) = 5 przesunieto o wektor ¥ 1 otrzymano wykres
funkcji g. Podaj wzor funkcji g i jej zbior wartosci.
a) ¥ = [0,—-3] b) =[1,2] ¢) T = [-2,4]

b) f(z) = -3+ ¢} Flej= _(%)xﬂ

~f(x).

8. Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej miejsce zerowe oraz zbior wartosci.
. : 2z—4

a) f(z)=2"2%—4 c) f(z) =5 +2 e) f(z)=(V2) — 1
b) f(z)=3% =1 d) flz)=3—- % f] fle)=1~2"%H

3.1

6.3. Przeksztalcenia wykresu funkeji wykladniczej (1)
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I Z04

*6.4. Przeksztatcenia wykresu

funkcji wyktadniczej (2)

Przykiad 1 b il g
Na rysunkach obok przedstawio- n : : =
no wykresy funkcji: f(x) =27,
glx) =2 —11h(z) =[2* - 1].

Zbiorem wartosci funkcji h jest
przedzial (0; 00), a asymptota po-
zioma je] wykresu jest prosta 0 1 %

y =1

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbior wartosci funkeji f oraz réwnanie
asymptoty poziome]j jej wykresu.

2) f@)=13=2  b) f@)=|H)" -4 o f@=|-0)""+1

Przykiad 2

Naszkicuj wykres funkcji f oraz podaj jej zbior wartosci.

a) f(z) =2 b) f(x) = (%)m:

:;.!:1 ] : i

f(D) = (1;00) f(D) = (0;1)
Cwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkcji f oraz podaj jej zbior wartosci.

a) f(z)=—3" b) f)=(5)" -1 o fl@)=—(3)"+3

x|

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykresy funkcji f. g i h. Podaj zbiory wartosei tych funkeji oraz
ich przedzialy monotonicznosci.

a) f(z) =3, .Q(IJ =3%—2 h(g)=238%%
b) fl@)=(3)", 9(=)=(3)" +1, )= (3"

B. Funkcia wykiadnicza i funkcija logarytmiczna



Zadania

1,

6.

[p] 7.

Podaj dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres. Odezytaj z wykresu zbior

wartosci funkeji f oraz jej przedzialy monotonicznosci.

) f@)=122=4] o) fl@)=1-2"7 o) f(z) =z +2
b) f@) =3 -1  d) fl@)=2"—-1 £ fla)=—20"1
Podaj rozwiazania rownania 2* = %r + 1 oraz i b Y

réwnania 2% = %;'{: + 1. Skorzystaj z rysunku

Rozwiaz graficznie réwnanie.

a) 2¥ =2z d) |2 -1 =32+ %

b) 3= =2la[+1 ) (})" =zl +1

c) 2I=§:E+%‘ f) 2% l = 224+ 42— 2

Naszkicuj wykresy funkeji f i g. Odezytaj z ry- T i

sunku rozwiazanie réwnania f(z) = g(x) oraz — S S
Pl 11X

zbidr rozwiazan nieréwnosci f(x) = g(x). b 1 E i

0 f@) =8, 9@ =2 +2 ¢ fl@)=2"" g(a) =2

b) f(z) = —4%, g(z) =21 -5 d) f(z)=3"-3,g(x)=2"*—-4

Na rysunku obok przedstawiono wykres

Y
funkcji: - ! - -
f@)=(3)" -1 :
a) Podaj liczbg rozwiazan réwnania:
fa)=m BEL
w zaleznosci od parametru m. . sl B B
*b) Naszkicuj wykres funkeji g(x) = 'ﬁ;;_:' A o 1 L X

Dana jest funkcja f(x) = 2% — 4. Naszkicuj wykres funkcji g.

a) g(z) = L2 *b) g(a) = Ll

Uzasadnij. ze dla dowolnego a € R\ {0} wykresy funkeji f(z) =a-2* —
oraz g(x) = —a - 2* + a maja dokladnie jeden punkt wspdlny.

Zaznacz zbior A w ukladzie wspolrzednych. Podaj wszystkie punkty na-
lezace do zbioru A, ktoryeh obie wspolrzedne sa calkowite.

a) A= {(z,y) e R?: 3" <y < 3}
b) A={(zy) eR:1<y<1+(})"}

6.4. Przeksztalcenia wykresu funkeji wykladniczej (2)



*6.5. Wiasnosci funkcji wyktadniczej

Zauwazmy, ze wykres funkeji \ Y10<a<1l a>1 Y} /
wykladniczej ma te wlasnosc, ze \\ /}
dowolna prosta rownolegla do \ 7

osi OX przecina go co najwyzej X — / ——
raz. Oznacza to, ze funkcja wy- 1 = 1 i "
kladnicza nie moze przyvjmowac 0l 1 X ol 1 X

tej samej wartosci dla dwoch réznych argumentow. Mozna to zapisaé naste-
pujaco: dla @ > 01 a # 1 oraz dla dowolnych p,q € R:

a? = a? wtedy i tylko wtedy, gdy p =g¢q

O funkeji wykladnicze] mowimy, ze jest réznowartoSciowa.

Przyktad 1
Rozwigz réwnanie 2! = 8,
Liczbe 8 zapisujemy jako

x4+l _ o3
2 =2 potege o podstawie 2.
r+1=3 Korzystamy z tego, ze funkcja
=2 wykladnicza jest réznowartosciowa.
Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.
e S : 2 B,
a) 253 = 16 ¢) 281 = 1024 e) T4 =49 g) 257 = |
2
45 1 =2r45 _ 19r ; 22— _ g9 i r

Przykiad 2

Rozwigz rownanie 3°% 2 = 97+2,
35.r 2 (32).i-‘+2 Prawa strone rdwnania zapisujemy

jako potege o podstawie 3.
35:]7 2 wiosd 32.1:-4,—-1

5 —2=2r+4 Korzystamy z tego, ze funkcja
wykladnicza jest rdznowartosciowa.
3z =18 ' '
T2

Cwiczenie 2
Rozwiaz rownanie.
ﬂ} 53-—1 = 252:1‘+3 CJ 9‘.2.:+2 — (_'J_)‘r+5 F‘) 7:r2+.1.' = 492.[‘—]—2

3 !

e 1—x ey B e [T ]

b) 25+ = +/2 d) 0,125°F1.=, 252 f] 12195 % =112
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Rozwiazujac nierownosci wykladnicze, korzystamy z tego, ze funkcja y = a”
jest rosnaca dla a € (1:00), a dla @ € (0;1) — malejaca.

Przyktad 3

Rozwiaz nieréwnosé 2* < 4.

Funkcja y = 2* jest rosnaca, wiec ostatnia
nierownosc jest rownowazna nierownosci:

Przykiad 4

Rozwiaz nieréwnosé 2* = (0,125.

2:1’}%

2% > 273 Funkcja y = 27 jest rosnaca, co
oznacza, ze 2F = 29 gdy p = 0.

r= -3

Cwiczenie 3

g% 9%

il

Rozwiaz nieréwnosc.

T 1
&}3 gm

b) 2% < /8

c) T* > 497

Przykiad 5

i ' # o i
Rozwiaz nieréwnosc (%) < 4.

B <@

T > =2

Przykiad 6

Rozwiaz nierownosc 0,3" = 0,09.

0.3* = 0,8
r <2

d) 3++! < 81
e) 47713 > 64
f) 27° < 16

Funkeja y = {%]J
|I‘.l

. 7
oZnacza, ie {%] < (L)Y, gdv p > 4.

Funkcja y = 0,3% jest malejaca, co
oznacza, ze 0.3" = 037, gdy p < 4.

jest malejaca, co

2 ol !
T - ___ .__E_._
T
ol
— 3
12 X
YJ\

O B

W przykladach 5. i 6. zwrot nieréwnosci zmienil sie na przeciwny. poniewaz
podstawa potegi a € (0;1) i funkcja y = a” jest woéwcezas funkeja malejaca.
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Cwiczenie 4
Rozwiaz nieréwnosc.

d) (%)I < % C) 0:252:r+1 = ﬁ (:‘) (V@_ 1),1'3+:r! =1
b) 0,75% > 3 d) 0,2°° > 0,0016 £ (34" <1

Cwiczenie 5
Rozwiaz nieréwnosc.

a) (3)7-0,25" < 64 b) 167 -0,25% > 3 c) 376" & <1

Zadania

1. Rozwiaz réwnanie.

a) (1) =2v2 d) (E)™ =0,75%*3 g) V0,2-5% =125

b) (23)° = (4)"" e) 2-(vV2)F =L h) 27 (3)" = 81°

¢) T = 9%+ f) 04" =25"° i) (R)- )T =%
2. Rozwiaz réwnanie.

a) 2! = 32 ¢} 2T g e) |2% — 5| =

b) 3V = d) 2/ 4 213 = 72 f) |2 —37%| =
3. Rozwiaz nieréwnosc.

a) 2 <625 b) (3)*" < c) 421 > 64v2
4. Rozwiaz nierownosc.

a) &< & <27 b) 1 <2=* &g ¢) 0125 < (1)* ™ <1

5. Rozwiaz nierownosc:

:-h-":"- J!\ ;p-@ml &; (‘_15)1'2_:!-‘ Q {j'ﬂ' g 3] ot e (%)ﬂ-_]

6. Zaznacz w ukladzie wspoélrzednych zbiory: A, B, AN B oraz B\ A, jezeli:
A={(x,y) e R?: 21 <16 i 3¥ 1 <9},
B = {(z,y) € R?: 2"+l L 8}.

7. Zaznacz zbior A w ukladzie wspolrzednych. Ile punktow o obu wspoélrzed-
nych calkowitych nalezy do tego zbioru?

a) A={(z,y) eR?*:2<2¥< 16 i y>2?}
b) A= {(z,y) eR?:2< 2 <4 i 2¥ < 8}

B 208 6. Funkcia wykiadnicza i funkcja logarytmiczna



6.6. Logarytm

Przypomnijmy. ze logarytmem z liczby dodatniej b przy podstawie a (gdzie a
jest liczba dodatnig rézna od 1) nazywamy wykladnik potegi, do ktérej nalezy
podnies¢ podstawe a, aby otrzymac liczbe logaryvtmowana b.

log,b=x, gdy a* =b

Przykiad 1
log, 16 = 4, poniewaz 2! = 16, /tit'xlm logarytmowana
log, 1024 = 10, poniewaz 2'" = 1024, 1Dg b=nx
4
log, ﬁ = —4, poniewaz 2" = %' N podstawa logarytmu
Cwiczenie 1
Oblicz.
a) log, 32 ¢) log, 1 e) log; 5 g) log, V8
b) log, 2 d) log, 3 f) log, v2 h) log, v/4
Cwiczenie 2
Oblicz.
a) log, 81 d) logy 7= g) log, TVT j) logy 16
b) log, & e) logy3 h) logy 3 k) log, v/36
c) lng3% f) lngﬁé i) lng%\/i 1) logg 216

Zwro¢ uwage na to, ze wartos¢ logarytmu moze byé

. : ; ; B Dlaa >0, a # 1:
dodatnia, ujemna lub réwna 0. Z definicji logarytmu s

wynikaja podane obok wlasnosci. log,1=0
log,a=1

Przykiad 2
Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f(x) = 2°.

Zauwazmy, ze log, 3 to taka liczba ¢, ze 2° = 3.
7. wykresu mozemy odczytac, ze:
1 <log,3 <2

Korzystamy z odpowiedniego kalkulatora i otrzymu-
jemy przyblizenie: log, 3 ~ 1,5849625.

Udowodnimy, ze liczba log, 3 jest niewymierna.
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Liczba log, 3 jest liczba niewymierna.

Dowaod
Przyjmijmy przeciwnie, ze log, 3 jest liczba wymierng. Oznacza to, ze istniejq

rézne od zera liczby naturalne m i n, takie ze log, 3 = *.
‘ m
Zatem 3 = 2

N . Podnosimy obie strony
3"=2 rownosci do potegi n.
Otrzymujemy sprzecznosé, poniewaz prawa strona réwnosci jest liczba po-
dzielna przez 2. a lewa nie. Zatem liczba log, 3 jest liczba niewymierna.

(0] Ewiczenie 3

Wykaz, ze podana liczba jest liczba niewymierna.

a) log, 5 b) log, 5 c¢) log, 6 d) logg 2
Bezposrednio z definicji logarytmu wynikaj
: yr Bensd WEISER Dlaa>0.a#1,b>0:

podane obok wlasnosci.
log, " = x

Cwiczenie 4 alogab —
Oblicz.

a) log, 2190 ¢} log; 11,1 e) 2losa3 g) 0,41080.410
b) log, 6'° d) log, w3 £) glogsT h) 5loss 1

Przypomnijmy, ze logarytmy dziesietne to logarytmy o podstawie 10.
Zamiast log,q b piszemy log b. Na przyklad log 10 = 1, log 100 = 2.

Ponizej zamieszczono fragment tablicy,w ktorej znajduja sie przyblizone war-
tosci logarytmow dziesietnych liczb.

b b+0,00b+0,01 b+ 0,02 b+ 0,03 b+ 0,04 b+ 0,05 b+ 0,06 b+ 0,07 b+ 0,08 b+ 0,09
1,0 0,0000 0,0043  0,0086 00128 00170 0,0212  0,0253 0,0294 0,0334  0.0374
1,1 0,0414 0,0453 00492 0.0531  0,0569 0,0607 | 0,0645  0,0682 00719 00755
1,2 0,0792  0,0828 0,0864 0.0809  0,0934  0,0969 | 0,1004  0,1038 0,1072  0,1106
1,3 0,1139 0,1173  0,1206 0,1239  0,1271 | 0,1303 | 0,1335 | 0,1367  0,1399  0,1430
1,4 0,1461  0,1492  0,1523  0,1553  0,1584  0,1614 | 0,1644  0,1673 0,1703 | 0,1732
1,5 0,1761  0,1790  0,1818 0,1847  0,1875  0,1903 | 0,1931  0,1950 0,1987  0,2014
1,6 0,2041 0,2068 0,2095 0,2122  0,2148  0,2175 | 0,2201 = 0,2227  0,2253  0,2279

Cwiczenie 5

Korzystajac z tablicy logarytmow dziesietnych, podaj przyblizona wartosc:

a) log 1,5, b) log1.11, ¢) log1.62, d) log1.,68.
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Zadania

1. Oblicz.
a) log, 64 e) log, 0,125 i) log, = m)log, V27
b) log, 512 f) log,2 i) log 54 n) logs 3¢
¢) log, =5 g) log, 8 k) log 532 o) log, 625
d) logy w553 h) log, —5; 1) log, V3 p) log; 0,04
2. Oblicz.
a) log, 3 ¢) 10gos 135 e) logy, 125 g) logs V3
b) log, , 10° d) logg,..5 16 f) logi T h) logy 2v/2
3. Oblicz.
Dm0 () o aee g V2!
b) (1)"%4° d) (L)°=s ) 811805 h) V3
4. Oblicz.
a) log 1000 ¢) log 10° e) log /10
b) log0,1 d) log 0,0001 f) log 104/10

5. Oblicz.
a) log 100 + log, .?i
b) log 107 — log, - 8

¢) logg 35 + log V10

e) log, ;5 —log, 1

6. Dla jakiej podstawy logarytmu a podana réwnosc jest prawdziwa?

a) log,25 =2 b) log, + =3 c¢) log, 0,25 =—-1 d) log, 64 = -3

7. Dla jakiej liczby logarytmowanej b podana réwnosé jest prawdziwa?

a) log,b=15 c) log,, b= 2 e) logs b= -2 g)logh=6
b) log% b=-1 d) log-b=0 f) logsgb=—6 h)logb= -1

8. Oblicz.

a) log,(log 100) e) logy(logs(log; 9))

f) logs(logy (log,2))

c) logy (log, 8)

b) log, (log, 1024) d) log 5 (Iog% E)

9. Podaj konieczne zalozenia i oblicz wartos¢ wyrazenia.

a) log, a® b) log, v"% ¢) log, i—-}a d) log,: a' e) log 7a*
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6.7. Wtasnosci logarytmow

Twierdzenie o logarytmie iloczynu
Jezeli a, x i y sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, to:

log, (:L. -y) = log, & +log, y

Dowéd
Niech p = log, x oraz q = log, y. wtedy:
af=gia¥=y Korzystamy z definicji logarytmu.
= P .n9 y — . y
rry=a-a Korzystamy z wlasnoseil dzialan
Ty = aPta na potegach.
IDgﬂ (;IT . y) =p+q Korzystamy z definicji logarytmu.
log,(x - y) = log, = + log, y

Twierdzenie o logarytmie ilorazu

Jezeli a, r iy sa liczbami dodatnimi oraz a £ 1, to:

log, = log, x —log, y

Cwiczenie 1
Udowodnij twierdzenie o logarytmie ilorazu.

Przykiad 1
a) Sprawdz, czy prawdziwa jest réwnosé: log, 96 = 5 + log, 3.
log, 96 = log,(32-3) = log, 32 +log, 3 =5+ log, 3
b) Sprawdz, czy prawdziwa jest réwnosé: logs £ = logs 7 — 2.
logs I = logy 7 —logy 9 = logy 7 — 2

Cwiczenie 2
Sprawdz, czy rownosc jest prawdziwa.

a) log, 6 =1+ log, 3 c) log, -g— =3 —log,3
b) log 500 = 2 4+ log 5 d) log0,07 = -2+ log7
Przyktad 2

Oblicz.

a) log125 + log4 — log 5 = log 1224 = log 100 = 2

b) logs 36 —logs 2 + logs + = log, (£ - 1) =logy3 =1
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Cwiczenie 3

Oblicz.

a) log; 4 + logg 9 d) log; 15 — log; 75 g) log; 0,04 — log; 0,008
b) log 8 + log 125 e) log, 19 — log- IT:E; h) log6 — log2 — log 3

¢) log; 54 — log, 2 f) logy 0,6 —logy 0,15 i) log{—log14—log125

Twierdzenie o logarytmie potegi

Jezeli a 1 = sa liczbami dodatnimi oraz a # 1. to dla dowolnego p € R:

log, 2 =p-log, x

Dowad
Niech g = log, «, wtedy z definicji logarytmu x = a?, zatem:
2’ = (a%)”
Korzystamy z wlasnosei dzialan
oy —— v 5 :
T =a na potegach.
lOgﬂ rh-= Peq Korzystamy z definicji logarytmu.
- i
logu "I'F — p : lugu £
Przyktad 3

Niech # bedzie taka liczba, ze log, z = 0,3. Oblicz log, 2° i log, %
logsz® =5logsz =003 =15

log, + =logy ™! = —logy z = —0,3

Cwiczenie 4
Niech = bedzie taka liczba, ze logx = -;: Oblicz:

%) log”, b) log 7z c) log v/, ) log ——. e) log :.%

Przykiad 4
Przedstaw wyrazenie 3 4 log, 7 w postaci logarytmu o podstawie 2.
3+ lugﬂ &= Zapisujemy 3 jako log, 8.

=log, 8 +log, 7 =
= log, (8 7) = log, 56

Cwiczenie 5
Przedstaw wyrazenie w postaci logarytmu pewnej liczby.
a) 2+ logy 5 b) 3log, 10 — 1 c) 2logy 6 —2 d) 4 —2log, 6

6.7. Wiasnosci logarytmaow
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Zadania

1.

D] 2.

Oblicz.
a) log,s 2+ log,, 8 +log,, 9 ¢) log 0,12 — log 0,3 4 log 25
b) log, 75 + log, 12 + logs 47 d) logy, 0.3 —log, , 0.5 — logg 5 15

Wykaz, ze dla dowolnych x,y, z € R, podana réwnosc jest prawdziwa.
a) log2?y? = logx + logy + log zy

e ot — 1 4
b) log T logz™" = —7 logy
¢) logxyz = log ":—; +logy°z

z2 1y

d) logxy + log - log ryz — log -
3 , -1
e) QIUg"f? —3log 2%z = 2log (3) —5log 2

Podaj dziedzine wyrazenia, a nastepnie przedstaw je w postaci logarytmu
pewnej liczby.

a) loga® + 2logx e) 2logsx +logyy+1

b) log /& — 2 logx f) 3logs 8z — 2log, yv/= + 3

¢) slogat +1 g) 5log,x —log,y —2

d) 1-2logyx h) :logdaz'+1log 82+ +log162®—3
Oblicz.

a) (2 lﬂgs\/i-l- logg 32 — 1)loss 5 ¢) 602310881 - 2logs 0.5

b) (lﬂgg:& oz 1033 _% 4 1053 4!5}Iu}1,__.§ 4 d) .E_Jlug,m 44+ 0.5log,ar 3

Niech x bedzie taka liczba, Ze logs @ = — 5. Oblicz:
1 ¢
a) log, 92, b) log, %, ¢) log, v3ab, d) log, QTE.

Wyraz liczbe a za pomoca p, jesli p = log 2.

a) a = log 200 b) a=1og0,02 c¢) a=1log0,04 d) a=logl600
Wyraz liczbe a za pomoca p i g, jesli p = log, 2 oraz q = log, 5.

a) a = log, 20 ¢) a=logs = e) a=logy3sz  g) a=log V10
b) a=1og; 100 d) a=log;04 f) a=log, %E h) a = log, 0,22

Wiadomo, ze log 4 = 0,6 oraz log 5 = 0,7. Oblicz przyblizona wartos¢:

a) log 80, c) log 3, e) log2,5, g) log 5v/2.
b) log 50, d) log0.5, f) log0,64. h) log 25v/4.
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6.8. Funkcja logarytmiczna

Przykiad 1

Jesli ke liczbie dodatniej o prayporzad- Y L L
kujemy wartos¢ log, x, to otrzymamy funkcje
f(z) = log, x okredlona dla @ € (0;00). Jej
wykres przedstawiono na rysunku obok.

1 1|2 | 4|8
flzd| —3|—-2|-1|0 (1] 2| 3

o0 =
D |

Definicja
Funkeje postaci f(x) = log, =, gdzie a > 0, a # 1, okreslona dla z € (0; 00),
nazywamy funkeja logarytmiczna.

Cwiczenie 1

Naszkicuj w tym samym ukladzie wspélrzednych wykresy funkcji:
f(z) =logsx oraz g(z) =log, =

Podaj wspolrzedne punktu wspolnego Y i

glx): l%_}{{!.i p

Cwiczenie 2

Na rysunku obok przedstawiono wykresy
funkcji: f(x) =logs =, g(x) =log, x oraz 1
h(z) = log . Do ktérego z tych wykreséw O

: h(z) = |U§;.-!'

nalezy punkt:
a) (100,2), b) (2,2), c¢) (1024,10)?

Przykiad 2

Wykres funkcji f(x) = log: @ okreslonej
dla z € (0;00) szkicujemy, korzystajac
z ponizszej tabeli.

&€

f(z)

=

0 |=-1|=2|-3

(et
[ R
= | b=

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji: a) f(x) =logy z, b) f(z) = logy x.
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L D<a<l Yt

11 I

O @)
Dla a € (0; 1) funkcja logarytmiczna Dla a € (1; o) funkcja logarytmiczna
flz) = log, x jest malejaca. f(z) = log, x jest rosnaca.

Dziedzing funkeji logarytmicznej f(x) = log,  dla a € R, \ {1} jest zbiér liczb
rzeczywistych dodatnich. a jej zbiorem wartosci — zbior liczb rzeczywistych.
0§ OY jest asymptota pionowa wykresu funkeji f(z) = log, x, a punkt (1,0)

jest punktem przeciecia tego wykresu z osiag OX.

Cwiczenie 4
Dla jakich argumentéw @ funkeja f(x) = log, @ prayjmuje wartosci dodatnie,
a dla jakich ujemne, jesli wiadomo. ze: a) a € (l:ioc), b) a € (0;1)7

Przykiad 3 Przyktad 4
Rozwiaz nierownosc log, » > 2. Rozwiaz nieréwnosc log 1> 2
Zakladamy, ze x > 0. Zakladamy. ze x > 0.
. ; 5
log,x > log,4  2=1log, 4 logyx >logy 3 2=log; 3
x> 4, czyli ¢ € (4;00) &< 1, czyli x € (0: §)
Nie zmieniamy zwrotu nierownosci, Zmieniamy zwrot nierownosci, po-
poniewaz funkcja f(z) = log,x jest niewaz funkcja f(x) = log 1 @ jest
rosnaca. malejaca.
Y4
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Cwiczenie 5
Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji f(x) = log, . Podaj rozwiazanie
Nnierownosci.

a) log, z > 1 ¢) log,z > 2
b) logyr <1 d) log,z < %

Cwiczenie 6

Naszkicuj odpowiedni wykres i podaj rozwiazanie nieréwnosci.

a) log,z > 1 c) logzz > —2 e) logyz>—-1 g) logyz<?2
b) log,x < 1 d) log,x > 2 f) logyz <1 h) logy z > 2
Cwiczenie 7

Rozwiaz nierownosc.

a) -2 <log,r <1 c) —1<logix<2 e) |logyz|<1 g log";:ﬁ <4
b) =3 <logyz < -1 d) -2<loggz <1l f) [log,z|> 1 h)logiz>9

Uwaga. Zamiast (log, x)* piszemy lDF:m

L=l

Zadania

1. Dla jakiej wartosci @ punkt P nalezy do wykresu funkcji f(xz) = log, x7?
a) P(27,3) b) P(625.4) c) P(32,-5) d) P(4.4)

2. Podaj zbiér wartosci funkeji f(z) = log, z o dziedzinie Dy.
a) Dy=(0:1) b) Dy=(200) ¢) Dy=(18) d)D,= <%;1024>

3. Podaj zbiér wartoscei funkeji f o dziedzinie D;.
) 1)~ logy 0, Dy~ h) ) 1) oy, By — 414D

4. Na rysunku obok przedstawiono wy- Y

kres funkeji f(z) = logs z. Podaj roz- b
ﬂ)lﬂgi?al )log:q -1 O '

5. Dla jakich wartosci parametru m funkcja f jest rosnaca?

H.} f(l‘) = lﬂgzm T E}) f(qr) = 1ﬂgl--rrr.t L E) f(}") = lngﬂ?g -
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6. Dla jakich wartosci parametru m funkcja f jest malejaca?

H) f(fi-') = logm—ﬂ L h) f(*lr.} = lug:lm"? €L C} f(‘lr) = logl—m? &
7. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(z) = log .
}.. 1  ; . 1 I 1 1 I 1 1 . E I 1 1 ] I I X
B O (€020 O s

Dla jakich argumentow @ spelniona jest podana nieréwnosc?
a) logz > 2 b) logz > 3 c) logze > 6 d) logz > 100

8. Wstaw w miejsce [7] znak < lub >, tak by powstalo zdanie prawdziwe.
a) Dla a € (0;1) i dowolnych liczb dodatnich p, g¢:
1 Symbol < czytamy
p<gq<log,p log, ¢ ~wtedy 1 tylko wte-
b) Dla a € (1;00) i dowolnych liczb dodatnich p, ¢: | dy, edy”.
p < g« log,pl?] log, g

9. Rozwiaz nierownosc.

a) 1<log, e <3 d) —2<log,x <4 g) [log,z| <5
b) 0 <logyz<4 e) —3<logy,x<6 h) |log, x| > 3
c) [];alog%:c::r—% f) -1 <logpxr<3 i) logir{ 16

*@ 10. Uzasadnij, ze wykres funkcji f(x) = log, @, gdzie a > 0, a # 1, x > 0,
jest symetryczny wzgledem prostej y = & do wykresu funkeji g(x) = a*,

gdzie x € R.

W zastosowaniach, obok logarytmu dziesietnego. czesto wystepuje loga-
rytm przy podstawie e, gdzie e = 2,718281828... (patrz str. 291).
Logarytm ten nazywamy logarytmem -, - : :
naturalnym. Zamiast pisa¢ log, x, uzy-
waimy oznaczenia In .

Na rysunku obok przedstawiono wy-
kres funkcji f(x) = Inz. Dla poréw-
nania w tym samym ukladzie wspol-
rzednych narysowano wykresy funkcji
g(z) =log, x i h(z) = log, x.

11. Oblicz: a) Ine, b) In1, ¢) Ine?, d) In:.
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6.9. Przeksztatcenia wykresu
funkcji logarytmicznej

Przykiad 1

Naszkicuj wykres funkcji g(x) = log, @ + 2. }’ e,

Wykres funkcji ¢ mozemy otrzymac przez
przesuniecie wykresu funkcji f(z) = log, @
o 2 jednostki w gore, czyli o wektor [0, 2].
Dziedzina funkcji g jest zbiér D, = (0;00),
a asymptota pionowa jej wykresu — prosta
=0,

Przyktad 2
Naszkicu) wykres tunkeji g(x) = log LT— 3.

Wrykres funkeji ¢ mozemy otrzymac przez

przesuniecie wykresu funkeji f(x) = lug% T
o 3 jednostki w dél, czyli o wektor [0, —3].
Dziedzina funkcji g jest zbior D, = (0;00),
a asvinptota pionowa je] wykresu — prosta
r=10.

Cwiczenie 1

Naszkicu) w jednym ukladzie wspolrzednych wykresy tunkeji f. g i h.

a) f(z) =log,z, g(x)=logy,x+1, h(z)=log,z—3

b) f(z) =logy @, g(z)=logy z+2, h(z) =logy x —4

Przykiad 3

Naszkicuj wykres funkcji g(x) = logg(x — 4).

Wykres funkcji g mozemy otrzymac¢ przez przesuniecie wykresu funkcji
f(x) =log; x o 4 jednostki w prawo, czyli o wektor [4, 0].

Dziedzing funkeji g jest zbior D, = (4:0¢), a asymptota pionowa jej wykresu

— prosta @ = 4. Miejscem zerowym funkcji g jest liczba 5.

¥y . ! 1
oA T 17 | | x
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Przykiad 4
Naszkicuj wykres funkcji g(x) = log,(z+2).

Wykres funkeji ¢ mozemy otrzymacd przez
przesuniecie wykresu funkcji f(z) = log, =
o 2 jednostki w lewo, czyli o wektor [—2,0].
Dziedzina funkcji g jest zbior D, = (—2: o0),
a asymptota pionowa jej wykresu — prosta

r = —2. Miejscem zerowym funkcji g jest
liczba —1.

Cwiczenie 2

Okresl dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres. Wyznacz miejsce zerowe tej
funkeji oraz réwnanie asymptoty pionowej jej wykresu. Odcezytaj z rysunku
zbibr rozwiazan nieréwnosci f(r) = 1.

a) f(z) =logy(z—1) b) f(x) = log,(z + 2) ¢) flz)=logy(xz+4)

Cwiczenie 3
Okresl dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres. Podaj rownanie asymptoty
pionowej wykresu tej funkeji.

f(z) =logy(x—2)+1 f:'i) f{-:):10g|(I+3)—|—2
b) f(z) =logy(z—1)—2 e) f(x)=log,(x—1)—3
¢c) flz) =logg(z+2)—1 f) f[r) = logy(z +2) — 2
Przykiad 5
Na ponizszych rysunkach przedstawiono wykresy funkeji f(r) = log, x oraz:

g(x) = — lugg x h(x) = lug (—.-,:}

| g G
*’»r, S ;

\lwﬂj;.

Dy = (0; 0) Dy, = {_OC' 0)

Wykres funkeji ¢ jest symetryczny do Wykres funkeji fi jest syvmetryvezny do
wykresu funkeji f wzgledem osi OX. wykresu funkeji f wzgledem osi OY.

Zwroc uwage, ze: — logy r = logy .
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Cwiczenie 4
Okresl dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres.

a) f(z) = logs(—x) b) f(z) =logy(—z) ¢c) f(z) =logy(—z)+2

Przyktad 6

Wykresy funkcji f, g i h otrzymano przez odpowiednie przeksztalcenie wy-
kresu funkcji y = log, x, gdzie x > 0.
Y.

ol i T i

() = |logy 3] 6(2) = logy 2] h(z) = [logy |z
Dy = (0;00) Dy = (—00;0) U (0; 00) Dy, = (—o00;0) U (0; 00)

Cwiczenie 5
Naszkicuj wykres funkeji g. W tyimn celu wykonaj odpowiednie przeksztalcenie
wykresu funkeji f(x) = logy x. Podaj dziedzine funkcji g.

log, |3~_~||

a) g(x) = |log, 2| b) g(z) = logy |z ¢) glx) =

Przyktad 7

Na rysunku przedstawiono wykres

funkcji f(x) = |log, |z|| — 2, gdzie

x € R\ {0}. Z wykresu mozemy od-

czytaé¢ liczbe rozwiazan rownania:
log, ||

w zaleznosci od parametru m.

—2=m

Roéwnanie ma:

« 0 rozwigzan dla m € (—oc; —2),
» 2 rozwigzania dla m = —2,

e 4 rozwiazania dla m € (—2;00).

Cwiczenie 6

Podaj dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj wzor funkcji y = g(m)
opisujacej liczbe rozwiazan rownania f(x) = m w zaleznosci od parametru m,
a nastepnie naszkicuj jej wykres.

a) f(z) =|logsz|—1 b) f(z)= ‘lﬂg%r |:r[| ¢) f(x) =log, (|x| +4)

6.9. Przeksztalcenia wykresu funkcji logarytmiczne
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Zadania

P

10.

Naszkicuj wykres funkeji f. Wyznacz jej miejsce zerowe.
a) f(x) =logaz—2  b) flw)=logsz+1 <) f(x)=logya—2

Okresl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj rownanie asymp-
toty pionowej tego wykres.

a) f(z) =logo(x+3) b) f(z)=logs(z—1) c¢) f(z)=logy(z+2)

Okresl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj zbior argumentow.
dla ktorych funkeja f przyjmuje wartosci ujemne.

a) f(x)=logy(z+1)—2 d) f(z) =logs(z +3) — 1
f(z) =logy(x—1)—1 e) fz) =logy(z+4)+1

&) f(z) = logy(x —2) +3 f) f(z) =logy(x —1) -

Okresl dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres.

a) f(z)=2—loga &) f{z) = logg(~z) — 2

b) f(z)=—-1—logy d) f(z) =logy(—z) +3

Okresl dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres.
f(z) =logy(1—2) b) f(z)= logy (=2 — z) ¢) f(z) =logs(—1—x)

Okresl dziedzing funkcji f i naszkicuj jej wykres. Odczytaj z wykresu miej-
sca zerowe oraz przedzialy monotonicznosci funkeji f.

) f() = logs(e =2 ©) f(z)=logale—2| e) f(x)=logy(lal - 1)
b) f(2) = [logy (@ +1)| d) f(z) =logy e +1| ) f(x)=logy (x| +1)

Podaj liczbe rozwigzan rownania w zaleznosci od parametru m.

—4=m b) —[log,|z|| +2=m ¢) |loga? +4=m?
Naszkicuj wykres odpowiedniej funkeji i podaj zbior rozwigzan nieréwno-
§ci.
a) |logs|z|| = 1 b) logy (|| +2) < =2 ¢) —log(|z| -1) >0
Rozwiaz graficznie rownanie.

a) logy(z+1)=—3x b) |loggz|=52—35 ¢ —logy(—z)+1=|z]
Zaznacz w ukladzie wspo6lrzednych zbiory AN B oraz A\ B.

—J{(I y)ER"; <loga(z+5)}, B={(z,y) eR*:y > |z +2[}
={(z,y) e R?: y > logy(|z| + 1)}, B={(z,y) e R?: y <5~ |z[}

B. Funkcia wykiadnicza i funkcija logarytmiczna



Skala logarytmiczna

Gdy porownujemy wielkosci fizyczne, ktore przyjmuja wartosci

z szerokiego zakresu, wygodniej jest porownywac ich logarytmy.

W ten sposob powstaje skala logarytmiczna, na ktorej w rownych
odstepach umieszczone sg logarytmy wartosci tych wielkosci fizycznych.,

Dzwiek
Matezenie dzwieku i poziom natezenia dzwieku to wielkosci fizyczne
zwiazane z fala dZzwiekowa. Zachodzi miedzy nimi zaleznosc: :

L=1n-mgﬁ
gdzie:
|- natezenie badanej fali dZzwiekowej w watach na metr kwadratowy (W/m?),
lg = 1072 W/m? - prag styszalnosci (dolna granica zakresu styszalnosci
dla czestotliwosci 1000 Hz),
L - poziom natezenia dzwieku.
Poziom natezenia dzwieku podawany jest w decybelach (dB).

Na przyklad jezeli podczas koncertu rockowego natezenie dzwieku jest
rowne 1 W/m?, to poziom natezenia dzwieku wynosi:

L= 1ﬂ-log-1-al_;z-= 10 - log10' =10+ 12 =120 [dB]

Na osi ponizej pokazano natezenia dzwiekow z réznych Zrodet (skala liniowa) | odpowiadajace
im poziomy natezenia dzwiekow (skala logarytmiczna). Zwroc uwage, ze wzrost poziomu natezenia
dzwieku o 30 dB oznacza tysigckrotny wzrost natezenia tego dzwieku.

szelest cicha
lisci rozmowa odkurzacz koncert rockowy
‘H}GEJ razy wiecej ‘ natezenie
J, l dzwigku [W/m?]

10712 10 OR D10 -2 10-7 10°% 105 10~ 102 102 1077 1 10  10%

I L | 1 Il 1 | i L L 1 1 1 I

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140

T

prog woda wyplywajaca granica bélu
styszalnosci Z kranu

poziom natezenia
dzwisku [dB]

0 30 dB wiecej [

El O ile decybeli wzrosnie poziom natezenia dzwigku,
jezeli natezenie dzwieku wzrosnie dwukrotnie?




*6.10. Zmiana podstawy logarytmu

Twierdzenie o zmianie podstawy logarytmu

Jesli a, b i x sa liczbami dodatnimi oraz a # 11 b # 1, to:
log, =

logh = log, b

a

Dowad
Niech a. b i x beda liczbami dodatnimi oraz a # 1 i b # 1. Niech p = log, =,
q = log, b, woéwczas:
=50 b=al Korzystamy z definicji logarytmu.
- ({LH)P —glp Korzystamy z wlasnosci dziatan
na potegach.

q-p= logﬂ H Korzvstamy z delinicji logarytmu,

log, b-log, & = log, x/ : log, b log,b#0, gdys b# 1.

log, a
log, r = —=¢
8b log, b
Przyktad 1
a) Przedstaw log, 9 w postaci logarytmu o podstawie 2.
_ logs9  lopp,9 1 . =
lﬂg_lg— ng'z = —2'— = Elﬂggg— lﬂgggz = l(]gug

b) Przedstaw log, 9 w postaci logarytmu o podstawie 0,25.

g — loggos9  logges9
logg 25 4 -1

log, = —logp05 9 = logg o5 9 L= logg 25 -g“l}

Cwiczenie 1
Przedstaw podany logarytm w postaci logarytmu o podstawie c.
a) fogyy 7, ¢=10 c) log,11, ¢ =49 e) log,6, c=3

b) logg3, ¢ =2 d) log 625, ¢=0,1 f) logy 12, c¢=3

Wzér z twierdzenia o zmianie podstawy logarytmu czasem wygodnie jest za-
pisa¢ w postaci iloczynu:
log, b-log, > =log, =
[b] Gwiczenie 2
Udowodnij podang réwnoscé.
a) log,3-log,4-log,5-log,6-log,7-log-8 =3
h} lﬂg [_],1 ) I{Jgﬂﬁl U,U] g }‘Ugﬂ.ﬂl U-.UU]. : ]'Dgﬂ..ﬂﬂl U.UU{]I = —4
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[b] Cwiczenie 3

Wykaz, ze jesli liczby a i x sa dodatnie oraz a # 1, to:

H‘) lﬂgﬁ-f = lngu ;],_.‘2: h.} lngu? L= lﬂgu '\/E
D] Cwiczenie 4 Jeilia > 015> 00raza-1ib 1, to
Uzasadnij podany obok wzor. I 1
050 4= Toga b

(D] Przykiad 2
Wykaz, ze jeslia > 11b > 1, to log, b+ log,a = 2.

Podstawiamy t = log, b. Poniewaz log, a = . otrzymujemy:

log, b
1
bt -y = 2
Przy podanych zalozeniach ¢ > 0, zatem obie strony nierownosci mnozymy

rzez t: o . ;
prz Zwrdé uwage, ze kolejne

122
2 —-2t+120
(t—1)°>0

co konezy dowadd, gdyz ostatnia nierownosc zachodzi dla dowolnego ¢ € R.

nierownosci sg rownowazne.

@ Cwiczenie 5

Udowodnij podana wlasnosc.
a) Jedlia € (0;1)ibe (0:1), to log, b+ log,a > 2.
b) Jeélia € (1;00) i b€ (0;1), to log, b+ log,a < —2.

Zadania

1. Przedstaw wyrazenie w postaci logarytmu o podstawie 2.

a) log3 c) log 511 e) log, 6+ logg 6

b) logy 57 d) logy 9 f) logy 3 +logy 3+ logg 1553
@ 2. Wykaz. ze podana rownosc jest prawdziwa.

a) log, 25 + log, 25 = log, 125 ¢) logg 4+ logy 4 = logy 0,125

b) logg, 4 + logg gy 16 = log = d) logy 9 + log, 9 = log, %

3. Wyraz liczbe a za pomoca p, jeshi p = log, 2.
a) a = log, 2 c) a=log 54 e) a=log; 18  g) a=logy =

b) a = lugf;T 2 d) a = logg, V2 f) a=log E;EG h) a = logs, 3 %E

6.10. Zmiana podstawy logarytmu



Oblicz .
a) log, r = logg, 125
b) log, x = log, 53

c) log, x = logg 27
d) log, x = log, 5 10°

Wykaz, ze jezeli log, 3 = a, to:

a) log,3 = %, d) logs2 = 7
e 1 L e
b) log 53 = 2a, g2 T TogeZ 2,5a,
1 1 1 _
c) logs -gi = 3% f) log, 52 + logg 4 kipa.

Niech a i x beda liczbami dodatnimi oraz a # 1. Wykaz, ze jesli:

a) log zx =t, to logzx =%,

y b) log,s x = t, to log gz = 9t.

Wykaz, ze jeSli a > 0, a # 11 & > (0, to prawdziwy jest podany wzor.

e

a) log,: 2° =log, d) log,. 2" = log, =, gdzie n € N,

b) log gz x = log, e e) logyzz = log, 2", gdzie n € N

¢) logi = —log, x f) log.. = log, T, gdzie p # 0

8. Wiadomo, ze log,a = % Podaj konieczne zalozenia 1 oblicz wartos¢ wyra-
zenia.
a) log, b-log, c-log,.d b) logy 4 - log, 1 - logy 3
@ 9. Wykaz, ze jeSlia € (0;1) i b € (1;20), to:
2 § 1 1 _
H’) 108;{1 b - lngﬂ. h { {}" {) ngn. b 10&, a g 2!

b) log; a + logs b >0, d) log b+ log zb > —1.

10. Wyznacz dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres.
a) f(x)=log, T+ log,x ¢) f(x) =log, x* + lﬂgrlj z?
b) f(z) =log,a' —log s d) f(z) =logga® —log z2*
= 11. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Korzystajac z odpowiedniego kalkulatora, oblicz wartosé log, 5 z do-
kladnoscia do trzech miejsc po przecinku.

log 5 ] 7 o

log. 5 = ~
083 5 log3 ~ 047712

Oblicz wartos¢ logarytmu z dokladnoscia do trzech miejsc po przecinku.

a) logy 7 b) logs 3 ¢) logy ;9
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6.11. Funkcje wyktadnicza i logarytmiczna
- zastosowania

B Wzrost wyktadniczy
Przykiad 1

Pewne doswiadczenie polegalo na bada- Vi
niu wzrostu liczebnosei kolonii bakterii. Na e s S e s S
poczatku doswiadczenia bylo 100 bakterii.  gool-
Stwierdzono, ze liczba bakterii podwaja sie o bsihilioduslindindndo B o
w ciagu poéltorej godziny. Zgodnie z mode-

lem teoretycznym liczbe bakterii, w zaleznosci :2::
od czasu t mierzonego w godzinach, wyraza
wWzOr: ; 40 i T

Yy=%4Yo-a L Tan O O O O =
gdzie yo jest poczatkows liczba bakterii, na-  pol 7
tomiast a - pewna stala. Aby wyznaczy¢é | ~F-100-2%
stala a. zauwazmy, ze dla t = 1,5 zachodzi ; P of b4 o4
réwnoéé 200 = 100-a'®. Stad a = 2% ~ 1,588. @ 1 2 3 t[h]

Cwiczenie 1
Po dwoch godzinach od rozpoczecia pewnego doswiadezenia liczba bakterii
byla réwna 1200, a po szesciu godzinach wzrosla do 10800. Liczbe bakterii,
w zaleznosci od czasu t mierzonego w godzinach, wyraza wzor:

y=1yo-a
gdzie y, jest poczatkowa liczba bakterii, natomiast @ — pewna stalg. Oblicz.
ile bylo bakterii na poczatku doswiadeczenia, a ile po 10 godzinach.

B Rozpad promieniotworczy

H
Wzor m = my- (%) T opisuje mase probki promieniotwérczego izotopu o okresie
polowicznego rozpadu T', po uplywie czasu t (mg oznacza mase poczatkows
probki).

Przykladowo okres polowicznego rozpadu ra-

‘bl ; . né = lﬂf} - {%};:.'---.
czatkowa my probki tego izotopu byla réwna k) [ bt £ Bl —— .

du-226 jest rowny 1600 lat. Jesli masa po- 75

100 mg. to po uplywie t lat masa dana jest za

25
pomocs wzori: ; i i :
m =100- (1)™™ O 1600 3200 4800 6400 1

Uwaga. Czas { powinien by¢ podany w tych samych jednostkach co okres polowicznego
rozpadu T (w tym przypadku jest podany w latach).
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Cwiczenie 2
Po jakim czasie z probki radu-226 o masie:
a) 100 mg zostanie 12,5 mg tego izotopu,

b) 10,24 mg zostanie 0,01 mg tego izotopu?

Cwiczenie 3

Okres polowicznego rozpadu strontu-90 jest rowny 28 lat. Po jakim czasie
poczatkowa masa probki tego izotopu zmniejszy sie o T5%, a po jakim czasie
o 87.,5%7

W zZyjacym organizmie (roslinnym lub zwierzecym) stosunek ilosci radio-
aktywnego izotopu wegla "'C do izotopu nieradioaktywnego '?C wynosi okolo
1,5 - 107", Po émierci organizmu iloéé¢ radioaktywnego izotopu "C maleje
(okres jego polowicznego rozpadu wynosi okolo 5700 lat), a ilosé izotopu '*C
pozostaje niezmieniona. Podezas prac archeologicznych pomiar zawartosci izo-
topu "C moze wige stanowi¢ podstawe okreslenia wieku znalezisk.

Przyktad 2

Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktorym zmierzona
zawartosé izotopu C jest rowna 66% poczatkowej za-
wartosci tego izotopu.

(4

Korzystamy ze wzoru: m =mq - (3)7
gdzie T = 5700 lat.
m = 0,66m. zatem otrzymujemy:
0.66 = (3)7
log 0,66 = log (%)F‘;"‘“
log 0,66 = ===log 0,5

t = 5700 - TELE ~ 3417

Znalezisko ma okolo 3417 lat.

Cwiczenie 4
Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktorym zmierzona zawartosé izotopu
MO jest mmiejsza od zawartosei poczatkowej o: a) 50%. b) 75%.

Cwiczenie 5
W pewnym znalezisku stosunek iloci izotopu wegla '"'C do izotopu '*C wynosi
1.875 - 102, Oblicz przyblizony wiek znaleziska.,
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Zadania

a) Oblicz okres polowicznego rozpadu jodu-131, jesli wiadomo, ze z prébki
o masie 4,8 g po szesnastu dniach zostalo 1,2 g.

b) Po siedmiu dniach z 40 g neptunn-239 zostalo 5 g tego izotopu. Oblicz
okres jego polowicznego rozpadu.

Jednym z radioaktywnych odpadéw w elektrowniach jadrowych jest plu-
ton-239. Oblicz okres polowicznego rozpadu tego izotopu, jesli wiadomo,
ze po 100000 lat jego masa zmniejsza sie o 75%.

Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktoryim zmierzona zawartosc izotopu
MO jest mniejsza od zawartodei poczatkowej o: a) 20%, b) 80%.

Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktérym stosunek ilodei izotopu "C
do ilosci izotopu C jest rowny 1:10%.

Oblicz, ile procent poczatkowej zawartoscei izotopu "C znajduje sie w:

a) egipskiej mumii majacej 3330 lat,

b) kodci zwierzecia majacej 17000 lat.

Czy wiesz, ze...
W niektorych modelach wzrostu liczby ludnosci zaklada sie, ze wzrost ten
ma charakter wykladniczy. Przyjmijmy. ze wzrost liczby ludnosci opisy-

wany jest wzoreni:
v N = Ni_]. 2 Ekt

(liczba e — patrz str. 291), gdzie N, jest poczatkowa liczba ludnoscei, t — cza-
sem mierzonym w latach, N - liczba ludnosci po uplywie czasu t oraz
k — odpowiednio dobrana stala.

Wyznaczmy stala k dla USA w latach 1900-2000.

7Z tabeli odezytujemy: Ny = 76 mln, N = 275 mln,  Rok 1900 | Rok 2000
t = 100 lat. Otrzymujemy wiec: 76 mln | 275 min
275 = 76 - 0% Liczba ludnodei USA
Stad 100k = In %:TE? (logarytm naturalny — patrz str. 308), zatem k = 0,013.
Aby obliczy¢ liczbe ludnosci USA w wybranym roku XX wieku, mozemy

0,013¢

skorzysta¢ ze wzoru N = 76 - e , gdzie t oznacza liczbe lat, ktore

uplynely od 1900 roku. Obliczmy na przykiad liczbe ludnosci w 1950 roku:
Nigso = 76 - 291350 ~ 146 min

oraz w roku 1990:
nggu =76 {_.U,{HS ' o 245 min

6.11. Funkcje wykiadnicza i logarytmiczna - zastosowania
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6.12. Zagadnienia uzupetniajace

B Réwnania wykladnicze

1. Przeczytaj podany w ramce przy-

klad. a nastepnie rozwiaz réwnanie. Rozwigz réwnanie 7 = 47+,
H} X G_,H,,l 7_7: — 42 X 4.1:

b) 1153 = 133 7 =16 47
¢) 7! = 322 = =16
d) 3% = 2% -4orl AT

(i) =16

{}42fd—1r}r 31 y

¥y §¥ < =16-27* = lug% 16

2. Przeczytaj podany w ramce przy-
klad i sprawdz, czy réwnanie maroz-  Rozwigz réwnanie 2713 +2% = 54,

wiazanie bedace liczba catkowita. 9z .93 4 9T _ 54

a) 34 -2.3" =63 8.2% 4 2% = 54

% tfll_gi, y 9-2¢ =54 /:9

Q) (1) + () =12 .

d) 20-471 4+ /2

o 4 x = log, 6

e) 16" ‘+42f+fﬂ**"—-g
3. Rozwiaz réwnanie.

a) 4*—-8-2°4+16=0 c) 4:16% =41 -1 {%}%———1—2—1}

b) 5°*! +25* =6 d) 4*+8=3.2"1! f) 7 —-14.-7*=5
4. Rozwiaz rownanie.

a) j:f:_; - b) 21‘-3—1 + 2_221, =0 ) i:;: =241
5. Rozwiaz réwnanie.

a) (2—V3)*+(2+v3)* =2 b)(3-2v2)*+ (3+2V2)"

Wskazéwka. W podpunkeie a) zauwaz, ze 2 + /3 = E‘T‘:’-‘
6. Rozwiaz réownanie.

a) 8% — 47+l 4 27+2 = d) 81" —9*+9"*—-9=0

b) 8% —43+05 2% L9 = e) 9F —8.3v* —0 =

c) 16*—5-8% + 4+ = f) 2-4F—9-2v" 4 4 =0
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M Nieréwnosci wykiadnicze

7. Przeczytaj podany w ramce

: o Rozwiaz nieréwnosé 3+ = 2.
przyvklad, a nastepnie rozwiaz az 3 =2

nierdownosc. grrla o ‘ ’
2 56 <13 goti s gz Korystamy o sy
b) 0,755 > 4 z+13log,2

¢) ()" <01 23> —1+log, 2

G o i iia Zatem z € (—1 + log, 2: 00).
8. Rozwiaz nieréwnosé, ‘ ( g3 2; 00)

H-) 3;r+l < 2:1.'+'.3." ) 3T < r.r+l (._) ?.1'—1 5 32:: l) U ??L+2 1‘.]'r
9. Rozwiaz nieréwnosc.

a) 472257 b) (1) < (3) 2705700 > L d) 47 > 1

-

10. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Rozwiaz nieréwnosé 9° + 7 -3 — 18 < 0.

Podstawiamy t = 3% (zakladamy. Ze t > 0), wéwezas t* = 9% i otrzy-

mujemy nierownosc:
t2+7t—-18<0

A=49+4-18=121, VA =11 \ /

—oo=T=11 _ e i ) 1 B

t;——é"———g, fz—T—Q —'-'j
€ (—9;2)

Uwzgledniamy zalozenie, ze t > 0, i otrzymujemy ¢ € (0;2).

Wracamy do niewiadomej x: 3% € (0:2), czyli:

0<3"<2
< logy 2
Zatem z € (—o0;log, 2).
Rozwiaz nierownosc.
a) 16° — 4% <0 €) 22 -2-2>0 € t=— = —4<0
b) 9*—-3*2>0 d) 9*>10-3"-9 f) 4 4+22+1 < 15

11. Wyznacz najwieksza liczbe calkowita spelniajaca Ilier{}wnoéé
1 1 1

T _ ¢ _ 8 Y e —
8w S b) 28 -6 <3 - ¢} = 2+16<0
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B Roéwnania logarytmiczne

12. Przeczytaj podany w ramce

przyklad. Rozwiaz rownanie. Rozwiaz réwnanie log,(2x — 4) = 2.

a) log,(a* —7) =2 Zakladamy, ze 20 — 4 > 0, czyli @ > 2.
b) logy (2* —a) = —1 logs(2z —4) = 2

¢) log,(9z — 2%) =3 9 — 4 — 32

G2 _ | =1
a) legyia®—1| =3 Stad 2z = 13, czyli x = 6,5.

13. Rozwiaz réwnanie.

a) log,(log, ) = —3 ¢) logy (log,(log |z])) =0

b) logs(logy x) =1 d) log, (log s(logs z*)) = &
14. Rozwiaz rownanie.

a) logy 3(logs(z* + 1)) =0 c) logs(logy(logs(z* —9))) =0

b) log,(log,(log, x)) =0 d) log(1 +log(1l +logx)) =0
15. Rozwigz rownanie. Podaj wykorzystane wlasnosci logarytmu.

a) log, x + log,(x —3) =2 d) log, x + log,(x +3) =2

b) log(2z 4+ 1) +log(z+1)=1 ) logyz=1—logs(x — 2)

¢) logs(d—x) —logs e =2 f) logi(4x +8) —log: (10 — x) = -3
16. Rozwiaz rownanie.

a) logyz+log,z =9 ¢) log,z — 2log,(z — 1) =2

b) logx — logy ,(x+3) =1 d) log (3 + 2*) = 3 log 55(x — 2?)
17. Rozwiaz rownanie.

a) log (1 —xz) =1 b) log, e —1] =0 ¢) logg, )(3x —5) =2
18. Rozwiaz rownanie.

a) logix + 3logyx =0 f) log) .z — loggsz—2=0

b) log; x — log, x* =0 g) log®x — logz?® =

{ e ews 1 3 o

c) logz logz 0 h) log z—1 logaz+1

_ ‘ = . log{x+1) _
d) log, x +2y/log, x = 8 i) Toe(Ge—1) — 1
e) 2log,z =1+ : i) lostdet ) g

log, x log(x+1)

Wskazowka. W podpunkeie a) zastosuj podstawienie t = logy x.
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M Nieréwnosci logarytmiczne

19. Rozwiaz nieréwnosc.
a) log,(xr —2)<3 ¢) logy(2x — 3) > logy (x +4)
b) logy(2x+4) >0 d) log,(z* + 3) < log, 4x

20. Rozwiaz nierownosc.
a) logy z —logy(z —1) < -2 d) logy(z +3) +logy (¢ —2) < -1
b) logs(xz — 1) +logy(z+1) >3 e) 2logy @ —logy(z+2) > 1
¢) loggz +logg(r—1) < 1 f) log,z* —log,(6 — 2%) > 3

21. Rozwiaz nieréwnosc.

a) log,(loggx) <0 b) logs(logy ;) 20 ¢) log,(logy(z+2)) <1
22. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Rozwiaz nieréwnosé logg r—log,x—2 2= 0.
Zakladamy, ze x > 0. Podstawiamy t = log, x i otrzymujemy:
t2—1t—22>0
A=1+4+8=9,VA=3
==l ta="32=2
t € (—oo; —1) U (2; 00)
Wracamy do niewiadomej x:
log, © € (—oo;—1) U (2;00)
log,x < —1 lub log,x = 2
0<z<3 lub z>4

X P
SR e

Zatem: z € (0; 1) U (4; 00).

Rozwiaz nierownosc.

a) log?z + logyx < 2 d) 2logiz > 1—log, x

b) logi ;o — 5logy sz +4 < 0 e) logyx —4log,x >0

c) logi = —5logy, oz —6 <0 f) log® 2z —log® 2z > 0

23. Rozwiaz nieréwnosc.
a) log,4<1 b) log, 4 > 2 *c) log,. 2z > 1
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Zestawy powtorzeniowe

M Zestaw |
1. Oblicz.
2-%.4"2 10~2 g1.9-1 1672125
a) 55 b) 5% 552 ) @ ) T or
2. Oblicz.
a) 25%-125°%  b) 64 % .83 ¢c) 8%.32-¢ d) 0,001 3 - 0,09%
3. Oblicz
EE T e V2 oI Y oo R 113 /28
ﬂ) o“-ﬁ-aJ I)ﬁ-QT cr] \fli_]{]-u??-gﬁ d)?ﬁ'(ﬁ)
4. Zapisz liczbe w postaci potegi a®, gdzie a € N.
a) 3%-*’3_7 b) /373 &) V5vEvE  d) ¥16-v2- V38
5. Uporzadkuj liczby od najmniejszej do najwiekszej.
a) 5V5; 25v/5; 125%; 251 522 ¢) 9%; Loy V/2T; (V/3)7% 37057
= = . :
b) i (v2) % 0,5; 167%; 4055 q) 4,52 0AY™; 2,5-24; 0,064
6. Wyznacz przyblizona wartos¢ potegi z dokladnoscia do czterech miejsc po
przecinku. Skorzystaj z przyblizenia: V10 = 1,258925.
a) 10! b) 107%° e} 1079 d) 10729
7. Naszkicuj wykres funkcji wykladniczej f(z) = a®. o ktérym wiadomo, ze
przechodzi przez punkt P.
a) P(Z,32) b) P(},¥2) ¢) P(—6,729)
8. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbior wartosci tej funkeji oraz jej miejsca
zerowe (jesli istnieja).
a) f(x)=2"—4 ¢) flz)=2+2F e) flea)=1-37"
b) f(x)=3"""1+2 d) f(z) =4-2° f) flz)=4.2% -4
9. Oblicz.

ﬂ) log, 27 {.i) lﬂgé‘ 3 J} 97logs 2
l{ } ml‘:lg:i 2

l} 3[—[1}[._,!3 2

g) log 527
h) log,, 3v/3
i) 10gva§?3

b) log,- 3 e) logy 27

f) logy, V3

c) logz 5=
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10. Oblicz Vab.
a) a=log, 9, b = log, 256 b) logya =5, log b= 3
11. Oblicz .

a) logyx=—-2 b)log,z =3 c) logy 2* = d) log, 5 |z| =4

3
12. Oblicz a.

a) loggx = logz 4 + logg 9 ¢) logx =2logh + log4

b) log, z = log, 18 — log, 2 d) logz = log 80 — 3log 2
M Zestaw I
1. Oblicz.

a) 49%7.7-14 . 274 b) ¥/32.10%7 . 51 ¢) 6705.925.973
2. Oblicz.

a) 182 .27 4 3% . 27% b) 2% .8% — 163 - V4 ¢) (3 u,?5)—4 (9 1,5)é

3. Podaj konieczne zalozenia, a nastepnie upros¢ wyrazenie.
9

-2 =1
o (ot s (etel) o) (ot 88) (ot o)
N e
4, Ktora z liczb jest wieksza: x uy y?
a) o= (292 y=(2v5+2)} (2/5-2)}
b) &= 3% .12°05 y =907 .91 .81%
5. Wykres funkeji g otrzymano w wyniku przeksztalcenia wykresu funkcji

Fld = ( ) Naszkicuj wykres funkeji g oraz podaj jej wzor i zbior war-
tosci, jezeli:

2) g(z) = —f(~2), b) g(z) = f(z — 1) -

6. Rozwiaz graficznie nieréwnosé f(z) = g(x).
a) f(z) =log,(z+1), g(z)=1+logysx
b) f(z) =2+logy(x +3), g(z) =—1+logs(z—3)

7. Naszkicuj wykres funkeji f. Okresl przedzialy monotonicznodei tej funkeji.
D) f@) =341 o f@)=2-2" ) f(z)=|logs(x— 1)
b) f(z)=|3" —3| d) f(z) =logy|lz—1] f) f(x)=|logy|z —1]||
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Wyznacz dziedzine funkcji f oraz jej miejsca zerowe.

a) f(z) =loggs(1 —2?) d) f(z) =logs(a® +x+1)
b) f(x) =logy,(z* —1) e) f(x) =logy(2* — 5z +4)
¢) f(x)=logo, [22+3| f) f(@)=—1+logle® 1]
Okresl dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres.
a— ) fz) = o805 2l z) = Hegkl
ﬂ') f('l'} - | log x| I)) f(l) - ]D!I.r_l15 o C‘) f("t') - log |z

Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci nieujemne?

a) f(z)=2%—8 ¢) f(z) =log(2x —T7) e) f(x)=log(—x)
; r—1 0

b) f(e)=(2)"" =% d) f(x) =logy 20 f) f(x) =logy &

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie ma pierwiastek dodatni?
1

a) 6° =2m b) (3)" =log,m c) —1=logsm

Naszkicuj wykres funkeji f. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie
f(x) = m ma dwa pierwiastki réznych znakéw?

a) fz) =252 b) f(@)=logslz—4] <) f(z) = |logs(z—2)—1|
Rozwigz réwnanie.

a) 45+ T =191 b) 5 -5 =500 ) 37+ (37 =90
Rozwiaz nieréwnosé.

a) 61 < 216 e) 5% > /5 e) V3:37<9

b) (%)I—T < 0,125 d) 0,04* < 0,008 f) 04%t2 525

Wyznacz najwicksza wartos¢ funkeji f w podanym przedziale.
a) f(x) =logs(x +4)+ logs(2 — z), (—3;1)
b) £(z) = |logy(z — 6) +logy (10 — )], (7;9)

Znajdz liczbe x spelniajaca podany warunek.

a) log(log, z) =0 b) logs(log, x) = 1 c) log,(log,z) = 3
Przedstaw liczbe w postaci logarytmu o podstawie 3.

a) log,- 8 b) logy 0,2 c) log, 564 d) logy 25
Oblicz.

I-'I,) 3Iug31‘..-§ 27 I)) (\-’5/;1')105-! /332 *(:) 51ng3 (. 7lﬂg35

. Zaznacz w ukladzie wspohrzednych zbior A.

a) A= {(z,y) € R*:log, y > 0} b) A={(z,y) € R?:log, = > 1}
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Sposob na zadanie @

W takich zadaniach, jak przedstawione ponizej przyklady, rozwiazywanie roz-
poczynamy od wyznaczenia dziedziny wskazanej funkcji.

Przykiad 1
Wyznacz najmniejsza wartos¢ funkcji f(x) = log
argumentu jest ona przyjmowana?’

:5{—'.1:g —2x+ 8). Dla jakiego
Dziedzing funkcji f jest zbioér tych liczb x, dla ktorych spelniony jest warunek:
-2 =2r+8>0

Rozwiazujemy te nieréwnosé i otrzymujemy: x € (—4;2) — sprawdz.
Zatem dziedzina funkcji f jest zbior Dy = (—4;2).
Zauwazmy, ze funkcja logarytmiczna o podstawie a € (0;1) jest funkcja male-
jaca. Oznacza to, ze funkcja f przyjmuje wartosé¢ najmniejsza dla najwickszej
mozliwej wartodci wyrazenia —z° — 2z + 8 dla x € (—4:2).
Wyznaczamy najwieksza wartosé tréjmianu kwadratowego:
y=—-z2—-22+8
N oo B oo .
:}_..u_. = —0 = —2 = —1 E (—4,2}

2a
Yw = -(_1)2 — 2 (‘l.} +8=9
Zatem najmniejsza wartosé¢ funkeji f jest rowna: log 1 9=-2.
Odpowiedz: Funkcja f przyjmuje najmniejsza wartos¢ rowna —2 dla x = —1.
Przykiad 2

Wyznacz miejsca zerowe funkeji f(z) = log,, 5 1(1 —z)(x —T7).

Dziedzing funkeji f jest zbior tych liczb z, dla ktorych spelnione sg warunki:

28 —3 >0 1 22 —3 41 (1)
i1—z)(z—=T7)>0 (II)

Warunek (I) spelniony jest dla z € (£:2) U (2; 00).

Warunek (II) spelniony jest dla x € (1:7) — sprawdz.

Zatem dziedzina funkcji f jest zbior Dy = (2;2) U (2;7).

Liczba x jest miejscem zerowym funkcji f, gdy é‘[l —z)(z—T)=1.

H(1l—z)(z—T7) =14 -2 +82—-T=5&2"-82412=0
Rozwigzaniami ostatniego réownania sg liczby 2 i 6, ale 2 ¢ Dy.
Zatem jedynym miejscem zerowym funkcji f jest liczba 6.

Odpowiedz: 6
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@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1. Tloczyn liczb x = (/25 - \/5)_1 iy = /56251 jest rowny:
A L B. 1, C. v/5, D. 5.

b

2, Wartos¢ funkeji f(z) = 10"2* dla 2 = —(¥/81)% nalezy do przedzialu:
A. (0;1), C. (100:1000),
B. (1:100), D. (10000; oc).

3. Jedli 2y =2 i 29 = V3 oraz flx) =372, teo:
A. f(z1) < f(z2), C. f(—z1) < f(—mz2),
B. f(zi') > f(=z3"), D. f(—zi") < f(—=3").

4. Jedli a =log,2 i b=log,5, to log, 31.25 jest réwny:
A. 3a — 2D, B. 2a — 3b, C. 3b — 2a, D. 2b — 3a.

5. Dla jakiego n prawdziwa jest nieréwnosé log, (v3+1) —log, (v3—1) > 17
A.n=6 B.n=5 C.n=4 D.n=3

6. Przedzial (1;:20) jest dziedzina funkeji:
A. f(z) = log(x? —1) — log(1 — z),
B. f(z) = log(z* — 1) —log(1 + z).
C. f(z) = log(1 — 2?%) — log(1 — x),
D. f(z) = log(1 — 2?) — log(1 + z).

7. Do wykresu funkeji f(z) = |log, 2*| nalezy
punkt P(—2,4) (rysunek obok). Do wykre-
su funkcji f nalezy réwniez punkt:

A. (#916}1 C. (éJ[j], P i P 0
B. (:,8), D. (3.8). BEERRC ERERE

8. Jesli my 1 ms sa roznymi wartosciami parametru m, dla ktoérych réwnanie
—2% + 4 = m?* ma jedno rozwiazanie, to suma m3j + mj jest réwna:
A.10. B. 8, C. 6, D. 4.

. 1 2 . .
9. Liczba + jest rowna:
log, 3 log, /a9

A. 25 log, 2, B. 3.5 log, 2, C. 4,5 - log, 2, D. 6,5 - log, 2.
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Przed obowigzkowa matura z matematyki @

M Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Wyznacz liczbe, ktérej 80% jest réwne 23+2v3 : V3,

Zadanie 2 (2 pkt)
Ile naturalnych dzielnikéw ma liczba n spelniajaca réwnanie 8 = (v/2)"?

Zadanie 3 (2 pkt)

Punkt P(8, :E) nalezy do wykresu funkeji y = log

g, r. Wyznacz a.

(D] Zadanie 4 (2 pkt)
Udowodnij réwnosé 4log, 3 + 9log, 9 = 5log, 81.

@ Zadanie 5 (2 pkt)
Uzasadnij, ze liczba log, v/6 + log, v/8 — log, v/3 jest wymierna.

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 6 (4 pkt)

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji:
f(z)=a*—3

Oblicz wartos¢ tej funkcji dla @ = =5, jesli wia-
1

domo, ze punkt P(—3,—1) nalezy do jej wykresu.

Zadanie 7 (4 pkt)

Naszkicuj wykresy funkcji f(z) = 3" i1 g(z) = 9-3".
Prosta y = 100 przecina wykres funkcji f w punk-
cie P, a wykres funkcji ¢ w punkcie Q. Ile jest
rowna dlugosé odcinka PQ7

Zadanie 8 (4 pkt)
Oblicz obwod tréjkata prostokatnego, ktorego przyprostokatne maja dlugosci
a=logy27°1b=logy3" —log, 27.

Zadanie 9 (5 pkt)

16 [ 1 3 s FAF 3 F 1 o i 1 e ]_ . ] Tirer & 10y P
Liczba p jest rozwigzaniem rownania 1og% 5= logé 3» a liczba ¢ — rozwiaza-
niem réwnania 4%z — 2 = 4 - 2%, Oblicz sume odwrotnoéci kwadratéw tych

liczb.

Zadanie 10 (4 pkt)
Naszkicuj wykres funkcji f(2) = a® + b, gdzie a = log, V3 oraz b = log, L.

Przed matura
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@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

(D] Zadanie 1 (4 pkt)
Dla jakiej wartosci parametru a zbiorem wartosci funkceji:
f(x) = 3¢ — |log, 3 +1|
jest przedzial (0; 00)? Uzasadnij, ze log, a jest liczba wymierna.
Zadanie 2 (5 pkt) |
Dane sa funkcje f(x) =log, x i g(x) = -

" logox”

a) Naszkicuj wykres funkcji h(z) = f(z) - g(x).

b) Rozwiaz réwnanie f(x) = 1g(x).

Zadanie 3 (5 pkt)

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = |m® —4|, jesli m jest rozwiazaniem réwnania:
(A 4 (1) = 56

Zadanie 4 (6 pkt)
Do wykresu funkcji f(z) = log,(—4x) nalezy punkt P

(rysunek obok). Wyznacz przedzialy monotoniczno-
sei funkeji g(x) = |f(x)|. Dla jakich argumentéw x
zachodzi nieréwnosc g(x) < 27

Zadanie 5 (5 pkt)
Do wykresu funkeji f(z) = a® nalezy punkt o wspélrzednych (p,q), gdzie
p = logy 256 oraz q = log, /5 64.
@ a) Uzasadnij, ze liczba naturalna n = f(—6) — f(—2) jest liczba doskonalg
(czyli jest suma wszystkich swoich dzielnikéw mniejszych od niej samej).
b) Naszkicuj wykres funkeji g(x) = f(—|x|).
@ Zadanie 6 (4 pkt)
a+1

Dana jest funkcja f(z) = log, =5. Wykaz, Ze dla dowolnych z,, 25 € Dy jesli
€1+ 23 =0, to f(x,) + f(zs) = 0.

Zadanie 7 (4 pkt)
Naszkicuj wykres funkcji f(xr) = 2%, Na podstawie wykresu podaj wartogci

parametru m, dla ktérych réwnanie 2°2 = m ma dwa rozwiazania ujemne.
Zadanie 8 (4 pkt)
Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(z) = logg_,2(x* + 4z — 5).
(D] Zadanie 9 (3 pkt)
Uzasadnij, ze wyrazenie log, b* - log, /a przyjmuje stala wartoéé¢ dla:
a, b€ (0;1)U(1;00)
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Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan

1.1. Réwnania kwadratowe — powtdrzenie 3.a)z =28 p= 23
[€l1. a) z = —6,2=3 h]r——ﬁg’ﬁ.l:% ¢) sprzeczne
b)z=-22=05 d)or=-2V3, =23
c)e=2,c¢=02 d)a=15 e)e=0,r=2 flz=-3,2=5
e}:rr:%,:r:%l gle=3 =3 hya=—-20=%
f];lr:-ﬂg:fi.arzng-%-ﬁ i};r=—%,.1:=%
g]aprmww 4, 8] v==I;2=1 b)o=2,2=3
h) @ = 2= T = 2 gﬁ ¢) x = —3v2, & = 3v/2 d) sprzeczne
5—/105 /105
i) =2 U—E\."F E}~'t':_‘i|'i+ E_L#
i T it B
2.a)x=0,2=3 b)a=0,z=23 fe=-l2=3
gae=0,z=-3 d)z=0,2=-3} -a)  b) V2 ¢) 2V5 d) V3
e};r:U.,:n:% f)z=0 .;::—1.—% a) 2=3, =T
3.a)e=-3,z=8 bjz=—3%,2=2 b)z=g3 2=—4
Jr=-Td)z=—3 ¢]‘=‘—-L“—r e "“=ﬁh3
e)z=5f)z=2 d)z=-6-3/32=-6+3/3
doa)r=—3.a=21 y=06(z+3)(x— 1) T.a)z=4,c=3 b)a=0,2=-3
b)jz=3,2=2,y=2x— 3)(z—2) Jae=lLz=2 da=-3,a=3
— — T — a 1 q
'C}.If—é,.L—-i,y—-——ILﬂf—ﬁJt.’ﬂ—&} 8. ]y—{.L-I—r}(J,—‘”

.a) A=—-T7;0 b) A=49; 2

.a)r=T,0=—

el =T y— Ll -y
:}J : _;\/‘% fiyq‘" Al D b)y =2z —3) (x—3)
+ 29— V) c) y = i(z -2+ V10)(x — 2 — /10)

E]_:r{i LT o LT d)y=—(z—7)° ﬁ_)-!-*=—4(ﬂ-'_+%)2
y=-3(z - 155)(z - ) F}y=:_30”_'£%:)(m"£€ij_
gr=—to=ty=—9a+ie—1  BYv=1+9’ By=3(-3)
h)e=-12,2=0,y= —%m{m +12) i} brak postaci iloczynowej

i) brak pierwiastkow, brak postaci o _— 5 ;
) P ' el 1.2. Nierdownosci kwadratowe — powtorzenie

1. a) & € (—2;3)
b) & € (—o0; —2) U {3; 00)
¢) x € (—oo;2) U (4;00) d) = € (2;4)

iloczynowej

) A=112,2 d) A=0; 1
e) A=1;2 f) A=20;2 §
g) A=09:2 h) A =180; 2 2. a) z € (—5;0)
i) A=-2;0 b) & € (—o0;0) U (3;00)

=1
¢) z € (—oo;—4) U (3:00)
d)ze($:3) )
E} T e {_le; 1—5\.-’5} !...!{t-i:;}ﬁ;GO)

f) z € (—o00; =3 — V15) U (—3 + v/15; 00)

|
h}m:—-’l,:r::%
e)p=—I, ==

e) sprzeczne f) x S =3
gla=—3, =2 h)e=35/2 3.a)ze€R b)xz=2 c)sprzeczna
i) p=g, =2 4. a), b) x € R ¢) sprzeczna

Odpowiedzi do éwiczen | zadar, str. 11-15
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IELE}.‘L‘Eﬂ—I;%} 1.3]:E=—3,:I:=—2,;]':=21:1.'=3

b) z € (—o00; —8) U (3;00) b), d), f) sprzeczne

¢) x € (—o0; 1) U (1;00) ¢)r=—6,2=16
d)fl?E{Q—V/g;?-i-v’E} E]:xrz-—ﬂ .r—-—ﬁ,:r_ J.e=2
e) z € (—o0; —2) U (2;00) g)ex=—v3z=-1,2=12=13
f) z € (—-m1i;£.__ﬁ) U (,!i_lxﬁf‘}.‘m) h) & = —é-,_::r = = . .

b

i) r=—%2 ;1:——3%::t p=¥ p— ¥2

2.a)z=1,
c)r=—1,2=2 d)z=-2 2= V4
efz=—2, =2

}!‘E( ﬁ?:n 1 :+w)
h) 2 € (—o0; 1 — 2v/2) U (1 + 2v/2;00)

_J17. 3
1]TE(+ —Uﬂ—)

2.a)zeR\ {3} bz eR f)e=—vV2+2VT,. 2= V2+2/7
¢)r€R d)z=-3 3.a)z=—-22=2
e) r € R f) sprzeczna b)r=—5ar=-20=22=5
3. }LE( %"—)U<'—E}“ﬁ,m) ¢) x=—6, =6
b), c) SpIzccana, 4.a)x=9 b)x % =15 {:};r:—%
d}rE(L-E-EQi‘;‘f-E) S:a)z=0,2=27 b)z=-27, z=1
E] = < —3.:13;%; -.a.t’gﬁ> c} r= 16
) 2 € (—o0; 158 ) U (15 00) Sikicowania wykvesu fikeli kwadratowe}
4. a) x € (0; %} b)x € {—%;3} 1.a) fla)=(z-1)*-4
c) z € (—oo;—1)U(3;00) d)z e R b) f(z) = —(z+1)*+2
e)zxe€R f)re{-2—V5;-2+5) c) f(z) = 3(z—2)% -2
5. a) ANB = (2—/3:3), A\ B = (3: 24+v3) d) f(z) = —3(x +2)* +3
b) AN B = (1:4), e) f(x) =2(z+1)* -3
A \ B = (—DC; EEHEJ L ( .3.;»-"3; l> U f] f{‘l} — —2{.1, —_ 3]2 ER 4
¢) ANB = (—3:2— %), c) [3,1] d) [-3,— 1

A\ B = (—00; —-3) U (2 + V/T; o0) 1.4. Uklady réwnan (1)
6. a) z € (3;00)

b) z € (— 1y U (3:1) [€]1. a}:r.r:.—:l,;-ygzlIuba,:'z:[},gyzﬂ
c) x € (—4;—2) U (3;4) ' :
d) z € (3;4)

1.3. Réwnania sprowadzalne
do réwnan kwadratowych

1.3}:{.‘:— 3?1:=_'\§:;E=Vﬁ,ﬂ.‘=v"ﬁ R R B i i
b) sprzeczne ¢) x = —/3, x = 3 h}l——ly—lluh.;,-z =4

dz=—v2ae=v2 e)z=—ta=1 AR LA
fr=—-1,z=1 - ;
2.2)3 b)1¢c)2 d)4 e 0 f)2
3. a) z =4 b) sprzeczne ¢) x = *
4. 3)z2=3,2=7T bz=1,z=10
¢) &="18
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l.eJz=-1,y=—11ub

2.

(] 1.

4.

Y4

r=2 y=-—4

dae=-3,y=-9lu

Y4

brx=2y=-4

a) o=l p=2
b)az=-—-1;43=1

Q)r=2-2v2,y=4v/2-6
lubz=2+2v2, y=—4/2 -6

a)2 b)0 ¢)2 d)1

ca)g=0 =4 b =38;y=1

b)a=-4,y=6lubr=0,y=-2

¢} x
d) z
e)x=-1,y=3

-2 y=6lbxz=2y=-2
—4, y=0lubz=2,y=3

f) o= —l—ﬁ,yz—ﬁ—riﬂ
luba=—-1+3,y=-5+4V3
3. a) [1,1] b) [4Z, 4Z] ¢) [4,—-8] d) [3,-3]

a)z=-2,y=4lubzx=

2, y=14

bje=-2,y=—1lubzx=2,y=-1
MEEN TR

=1L y=1Thbe=2y=9%
hbz=3,y=1

Odpowiedzi do éwiczen | zadari, str, 21-23
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I 254

1.5. Uklady réwnan (2)

[€]1.a)1 b)O
2Z.a)z=-3,y=-2lubae=0,y=1

S £ O O

bz = -4,y =0 lub x

Wi MW EN

c) x=—4, y==6 lub

Y4

[Z]1. a) (0,0) b) (—2v/2,4), (2v2,4)

c) (—2,1),(2,1) d) (—1.0). (1,0)

22alr=0,y=-3lubz=2,y=1
b)yz=0,y=2be=2,y=0
¢)z=0,y=3lubz=-2,4y=3
de=-l,y=—1llubz=-2,y=2
e)z=0,y=—3lubxz=4,y=-3
f)e=—1-VT,y=2+%
]uhur:—1+ﬁ,y:2—l‘~;

3.a)2 b))l ¢)0 d)2

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadar, str. 24-28

Réwnania i nieréwnoéci
z wartosciag bezwzgledna
1. a]m=—2,:1:=l+v”5
bz =—4,2=2+2/3
2. a)g==2,x=2
beg==4,2=1,2=2
yx=0;2=4 d)s=0,2=>5
el =1L a=3 B)x=24=6
3. a) x € (—oo;—1) U {2;00) b) z €(—42)

c) x € (—cc;:—l-:;i@> U(gifi@;cc)

1.6. Wzory Viete'a
2. a)x +x2=9, 1112 = -7
]}} L1+ T2=
c) 1+ 2z = 3y T1T2 =
d) brak pierwiastkow

N
y L1T2 = —3

e B

o
W=

e) x1+ 22 = =12, x122 = —

=] ]

f) 21+ @2 = —6, 2100 = —3

3. a) rdézne b), e) ujemne c¢), f) dodatnie
d) brak pierwiastkéw



-l - B

a) 3 b) 12 ¢) brak pierwiastkow

. a) rozne b) ujemne ¢) dodatnie

d) brak pierwiastkéw
e) dodatnie f) rdzne
a) =1 b) —3 ¢) ¥
a) 69 b) 12 ¢) 12
a) 5 b) ¥ o
a) 2 b)j ¢
a) tak b) nie

a)np. 2> =100 +4=0
b)np. z* =122 +8=10
c)np. z? —6x+2=0

1.7. Réwnania i nieréwnosci

1.
2

kwadratowe z parametrem
m € (—oo;—1)
o e 8
a) m € (—o0; 3 );
ry = 14+ 1-3m T = =+ 1-dm
Ll S 3 FLET 3
_1-2J5%
b)m € (—oc:-; I—f“—") U
~-1+245. :
o (<425 ),
2m—1-+/4m2 +4m-19

€Ir = = 1
=144/ 4m? +4in-19
e = 3

c) m € (—o0; —4) U (0; c0);

—ur—ﬁm2+4nr —rn+v_.,frn'2+-lm
&£l = § L2 =

3 5. H2 3
a) Odlame (3;7),

| dla m € {3,7},

2 dla m € (—o0;3) U (7;00)

b) 0 dla m € (—4;0),

| dla m € {—4,0},

2 dlam € (—oo; —4) U (0; o0)

a) k€ (—o0;2) b) k€ (0;00)

5. a) m € (—oo; —3)U(—3; —2v2)U(2v/2; 4)

b) m € (—o0; 0)U(0; 3—2v/2)U(3+2v/2; 7)
a) k € {—4,6} b) k=2

7. a) k € (11 —4vVT; 11 +4V7)

(z] 3.

b) k € (—o0; %}

a) m € (—o0; 5

b) m € (—o0; 2) U (4; 0)
c) m € (—o0;4)

d) m € (—o0;—1) U (1;0)

10.
11.
12.

14.
15.

16.
17.
18.

]

20.

a) k € (—o0;—=3) b) k € (5;00)
c) ke(lioo) d) ke (1;00)

a) m € (4;00) b) me (—3;—3)
¢) nie ma takiego m

d) m € (2;0c)

a) me (2—v5:0)U(4:2 4+ 5)

b) nie ma takiego m

. a) k€ (F:00) b) k€ (—6;6)

¢) ke (=26) d) ke (2—2v2;2+2/2)
e) ke (—oo;—2) ) ke (l;00)

.a) ke (0;4) b) ke (—4;4)

e) ke (—oc;l) d) ke (8:;x)
e) ke (0;2) f) ke (L
a) a € (6;:00) b) nie ma takiego a
¢) a € (—o0;0) U{%;?} U (6; 00)
d)ag=-1,8=1

00)

a)a=—8 b)ac (—o00;3)U(%;00)
a]a:—%,a:% h]a:d—s/ﬁ
a=—3a=

a) me€ (2;3) b)me (—oc;—1)U (3;00)

8. 4414
b m
b) Y

D=(-4;0,z=-1,2=3

r=Z V3 i 243
S T e T

a) m € (—oo;—2) b) me (0; %)

¢) m € (—o0;—6) d) m € (—o0; —2v/3)
a) 0 dlam e (—4;00), 2dla m = —4,

4 dla m € (—o0; —4)

b) 0 dla m € (0;00), 1 dla m = 0,
2dlam € (—oc;0)

c) 0 dla m € (—o00;0),

2dlam € {0} U (9;00),

ddlam=29, 4 dla m € (0;9)

m € (6;00)

Odpowiedzi do éwiczen | zadari, str, 29-34
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1.8. Funkcja kwadratowa — zastosowania (1) b) cena misia: 22,50 zt, wielkoéé

1. a) 361 b) & ¢) 3 sprzedazy: 625 sztuk, zysk: 7812,50 zt
2. 162 3. 010 =zl
3. a) najmniejsza: f(—2) = 4, 4. 18 z
najwieksza: f(1) = 13 5.a)12mx18 m b) 9m x 24 m
b) najmniejsza: f(4) = —49, 6. 1,5 m
najwieksza: f(0) = —1 @1 =3
¢) najmniejsza: f(—1) = —11, 2. a) 10 cm b) 55..§w_? ~ 6 [cm]
najwigksza: f(2) = -2 N
d) injiiiee F(= 1) = —1 3. w obu przypadkach 1,5 m
3 ek, gl = T a
najwieksza: f(—2) = f(1) =1 %0
4. boki - 10 ¢m, pole powierzchni bocznej - 5. Jedli przez x oznaczymy szerokosé¢ pokoju
200 em? w metrach, to z € (V17 — 1;6).
1. a) najmniejsze: f(0) = f(4) = —1, 6. 40 cm
g(0) = —3, 1. € (2;8)
najwieksze: f(2) =3, g(4) =9 9. a) y=—3(e—6)°+4=—a2° + 32
b) najmniejsze: f(—2) = —13, b)y=—glz —6)(x+6) = —&:::2 +4
g(—1) = — 4, najwicksze: f(0) = —1, 10. nie

9(—2) =g(0) = -3

C:I najmmiejsze: f{_4} = —33, 1.10. Eagadnienia uzupeiniajace

(1) =—L, 2. a) @%ﬁ)( 5;1_53)
najwieksze: f(2) =3, ¢(6) = 21 b) (0,4)
39
3l).& 1) 2 0) (—v6,2), (V6,2), (~1,-3), (1,-3)
J. 2l mx 21 m d) (0,5), (-3, —4), (3, —4)
4. Tmx1dm 3.0,1,2,31ub 4
5. 3cmx 3 cm
Zestaw powtorzeniowy I
6. 3emx 6 emx5em 5 5 3, " e
; 1. r=02== r=0,2=%
7. a) P(z) = —2% + 4z, x € (0;2), 1 x 2 :i e A };] gy
b) P(z) = —322 + 24z, x € (0;8), 12x 4 TR ITs UTT T TS
} {:L'} o €T +1 II’S;EE(rJ L E].:l::—I f]ﬂ":ﬁ
8. a) .nst_pnmehpsza. NiE ]1_ Fs 2 2)r——1.2=5
najwigksza: f(2) = 3 by = =5 VIT . =54V/I7
b) najmniejsza: f(0) = f(4) = 2, ' AT .
i )z=—3,2=5 d)z=6
najwieksza: f(2) = 2v/2 = .
L e 1 o) 3= — L2 g L2
¢) najmniejsza: f(—1) = = L. 7 g
1-4/13 14413
najwieksza: f(—2) = f(0) = 3 f)z === r= K
d) najmniejsza: f(1) = f(5) = 4, glz=-3, =0
najwigksza: f(3) = 36 h)z = -4— V17, 2= -4+ /17
L P
) a=—2;2=-1
1.9. Funkcja kwadratowa — zastosowania (2) . i
) 3. a)z € (—x[—"'——’>u<—1££go)
1. b) cena lalki: 55 zl, wielkosé¢ sprzedazy: i
1400 sztuk, zysk: 49000 =zl b)z=—3 c]_sprzewjla
2. a) z(z) = —50z* + 2250z — 17500, d)ze(1-%;1+ ‘f?) e)x R
z € (10;35) f) 2 € (—o0;1 — v3)U (1 + v/3; 0)
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4. a) ANB = (—1—vZ; —1)U{0; —1+/2),

10.

11.
12.

A\ B = (—1;0)

b) ANB = (-2 +V2;3),

A\ B = (—o00; =2 — v/2) U (3; )
¢c) ANB = {2—\/'2+\F

A\ B =(-3;2—-vT)U(2+VT;6)
a]:r:—?,:r:i*
b]r:—ﬁ,m:—%,m:%tmzﬁ
&) B= =1, g=1

d) =0

elr=—4.5=0x=4

f) sprzeczne

a)r=-2,z=2
b)z=-2,z=—y2, 2 =42, 2 =2
¢) sprzeczne

d) z = —\:+ = -ES'HE

e)x=— 22, 1 :2\;'"-
f)a=—V1+v6, 2= V1+6

g]:rr:—?,:r:i

h)z=—v3, =3

i) sprzeczne
gg=—2,y=1hba=1y=4
bz=1,u=-2hbr=2;,4=1
¢)z=1y=0hbz=3,3=4
a)z=-1l,y=2lubz=1,y=2
b re=1y=3hbr=3 y=3
cjr=0,y=1lubz=—4,y=1
a) najmniejsza: f(—1) = =2,
najwieksza: f(1) =6

b) najmniejsza: f(4) = —
najwigksza: f(1) = 1

¢) najmniejsza: f(0) = 1,
najwicksza: f(2) =9

d) najmniejsza: f(—-2) = —12,
najwigksza: f(2) = 3

B A
h]ﬂ“E? =z
t]ﬂ—',:.': h= 4
625 mx 62,5 m

a) o 100 zl; zyvsk zwiekszy sie o 10000 zi
b) o 280 zl; zysk zwigkszy sie o 3920 zi

13. a)
b)
dal .....
ol 1 X
c)

Zestaw powtorzeniowy 11

La)e=2 b)le=-5 ¢)e=—-3
d)c=0,c=4
2. a) b € (—oo;—4) U (4;00)
b) b € (—oc;—1) U (1;00)
3. a) 0 dla m € (—o0;0),
2 dla m € {0} U (1;00),
ddlam=1,
4 dla m € (0;1)
b) 0 dla m € (—o0; — ),
2 dlam € {—3} U (0;0),
Jdlam=0
4 dlam e (—3;0)
¢) 0 dla m € (4; 0),
2 dla m € (—oc;3) U {4},
ddlam=3, 4dlam e (3;4)
4. a)x=1 bjzg==—3,2=-2,x=-1
o ’—‘.\r—"‘"""?:r_z t=3 21=2 ‘“

dz=-1-V32=-1, ;1.'——1+\.r

Odpowiedzi do éwiczen | zadar, str. 44-46
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10.

11.

12.

13.

a) r = 148

b)x = —6, 2=
a) o=3,;3=
bjr=—5z=0,z=4

-3, x=3,z=6

1%

. a) 1088 b) 722

a) f{;:r'} = —3z°+ 8z —2
b) f(z) = —22% + 20z — 48

a) m € (—oc;0) b) nie ma takich m
c) mE{ 2,0) U (0; 2)
d)m# 2
a) mE{i-f—’iv"_ 2; 00)
b) m € (0; l—£}
a) m (—f)O; —};1—’>
b) m € (3:00)
a)m=-2,m=-1
b) nie ma takich m

a} T iTn‘

b)

E:q-ir

Zadania testowe

.C 2B 3.C

8.C 9.B 10.D

Przed obowigzkowa maturg z matematyki

1. o= —ﬁ. o= ﬁ

2. 2=0,y=0lubzx=4,y=8

3. 12

4. m:—\fﬂ.r:—:S:x:S

ST

7. 96 cm?

8. a) P(xo) = —2xf + 40, 0 € (0;6)
b) O(0,0), A(3,0), B(3,2), C(0,2)

BN 338 Odpowiedzi do éwiczen | zadan, str. 46-53

4. C 5 A 6A 7D

Przed matura z matematyki
na poziomie rozszerzonym

1153 (2 + )
2. 847 (2v/5 + 4)
3. 519 (mg = 3)
5. © € (—oo; —2) U
6. Y} i |

(2; 00)

il fi 1 ,
3 1 i H .
7. m € (—4;—=3) U (5;00)
8. m = 1_44/42 a7y = 14-4+/42
AL - B LY (i B
9. A

2.1. Stopien i wspolezynniki wielomianu

1. a) tak, stopnia 7 b) tak, stopnia 1

¢), d) nie e) tak, stopnia 3

2. a) wz)=2"-a'+2* -2%+2-1,
st(w)=25
b) w(x) = 22° — 32° + 2% — 2 — 2,
st(w)==6
c) w(z) =2z%+ 2" + 32*
st(w)=28
d) w(z) = 22" —
st (w) =10

3. a) as = =2, a4 = a3 = a2 = 0,

G i
a® + 32® — fu + 5,

a1 =1, a0=0,st(w)=>5
b)as=1,a5=—%, a1 =1,
az =0, a2=1, a; =0,
ap =1, st(w) =6
¢) ap = 2", st(w) =0
4. a) w(z) = —32% -3
b) w(z) = x —x+1
5. a) w(0) =
b) w(0) =1, w(2) =21, w(—2) =13
c) w(0) =

— 3"

, A, S

frisaEn

— 2%+ 6z — 2,

—4, w(2) = 10, w(—2) = —26

-2, w(2) =32, w(—-2)=—-44
d) w(0) = 3, w(2) = —47, w(-2) = -7



6. a) w(—1) =6, w(2) =—-24

6,
b] TL’{—% — % m{%} — 3_5‘5

[Z)1. a) v(z) = z* — 6% + 4,

az=1,a2=-6, a1 =0, ﬂu—‘l
b) w(x) = —é:r.rs’ + %14 1: + —.T —1,
a5 = —é, iy = ll azg = —éf az = 0,
) = -;—_. ap = —1,
as+ag+aztaz+a+ap= —%
2. a) w(0) = -3, w(}) = -Z,
w(—2) = —19, w(-3) = —
b) w(0) = 2, w(}) = —3, w(-2) = 32,
w(—3) =
¢) w(0) = —4, w(3) = —%I
w(—2) = —34, w(-3) =
d) w(0) = —10, w(} J_—””

w(—2) = —58, w(—3) = —214
a=1,b=-2c=-8d=4

a) (@ b) P
aja=1bla=-72cla=4 d)a=—
a)a=%2,b=2 bla=3,b=1
a) hdlame R\ {-2.2},
ddlam=21dlam=-2

b) 6 dla m € R\ {—4,0}.

I ol il

—‘]dlam——4 2dlam=10
8 w(z)= '.': +311: +Jl¢ - 311+§T
a) 0 b} —1

2.2. Dodawanie i odejmowanie wielomianow

1. a) u(z) + wlx) = 170 + 62
st(u) =4, st(w)=3,st(u+w)=4
b) u(z) + w(zx) = Bx* — 132° — 22° + 5,

st(u) =T, st(w)=T,st(u+w)=4

2. a) np. u(z) = z* + 1, w(z) = 2*
b) np. u(z) = —z* + 1, w(z) = «* + 2*
¢) np. u(z) = —a'—x+1, wiz) = 't +z?
d) np. u(z) = —2* + 1, w(z) = 2* +x + 1
e) np. u(z) = -z + 1, w(z) =2 +1

4. a) u(z) — w(x) = 52 + 42 + 102* +
1w+ 3,
st(u) =9, st (w) =8, st(u—u] =9
b) u(z) —wiz) = —3: —-—I -1,
st(u) =6, st(w) =6,st(u—w)=4

— 32% + 2z,

5. a) h(z) = —102® 4+ 8z* + 7, h(—1) =5
b) h(z) = —14z" —152° +4, h(—1) = =25
6. a) tak b)a=>5

| [Z£] 1.

a) u(z,y) + wlz,y) = 42°y* + 32y’ +

—92%y% — 4oy — 1,

u(z,y) —w(z,y) = 42*y? — 3% +
+3z%y% 4 8zy + 5
I:p}ul[:l y) + wl(z,y) = 3a'y + Loty +

— Emy —x+ 5, u{m,y] - m[:.'qy} =
= %:ﬂ':y 4 %a:?u - -g-u:y?' +x-3

a) u(z,y,z) +w(r,y.z) =

= ﬁﬂ:yzz” - ﬁﬁ;gyzz + 62 yz® + myz"i,
u{ﬂny?z}— w(w, v: z) =

= 32y°2® — 62y?z — 62%y2? — 3zy2®
b) u(z,y, z) + wla,y, z) =

= 8a%y + 14x2? — 4y2? + 23,

ulz,y, z) —w(z,y.2) =

= 8a%y — 2w2* — Sy’z + Wt -

]f{m]—l—g(m}—:r —|—1: +1 — 25+ 6,
f(@)—g(x) = 1a®—da’ -2+ 22+ 20+ 2
b) f(z) + g(x) = -3z + z* —:z.—i—?.

f(z) —g(2) = —22° + 3¢° — 52% + 9z + 2

¢) fla)+g(z) =z + 32" +x -3,
fl@)—glz) =42" — 2" + 32 + Ta -7

2. a) w(z) = 2z° + [i'r.."‘. st(w) = 5, Sy, = 8,
u(T) = —:;.Ld -zt st(u) =5, Su= —%
b) w(z) = 122* — 18z, st (w) = 2,

Sw = —6, u(z) = —22% 4 3z, st (u) =2,
Su =1

3. a) f(5) =3, g(5) =20
b) f(—3) = —16, g(—3) = 10
) u—$) = b w-}) = -3

4. a)st(p+q) =25

cm

b)st(p+¢)<5lubp+qg=0
c) Jedli m # n, tost(p+q) =
Jeslim = n, tost (p+g) < nlubp4qg=0.

max(m, n).

.a)st(ut+w)=6dlaa#0,

stfu+w)=4dlaa=0

b) st (u + w) = 5 dla a # —6,
st(u+w)=1dlaa= -6
¢)st(fu+w)=4dlaac R\ {-1,1},
st(u+w)=3dlaa=1,
st(u+w)=1dlaa= -1

Odpowiedzi do dwiczer | zadari, str. 53-58
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6. a) st(u+w)=5dlaaecRib#0,

st(u+w)=2dlaa=-7Tib=0,
st(u+w)=3dlaa#-Tib=0
b)st(u+w)=Tdlaa# -3ibeR,
st(fut+w)=1dlaa=-3ib=23,
stfut+w)=2dlaa=-3ib+#3

¢) st(u+w)=4dlaa#b,
st(u+w)=3dlaa=>b%# —4,
stlut+w)=1dlaa=5b=—4

T.a) p=—2,¢g=—1 b) k(z) = 22* — 4z
8. a) w(—2,3) =66 b) ’HJ{Z —4) =60

10.
11.
12.

13.

a) u(z, y)+w(z,y)

e 21 y
u(@,y) - wiz,y) = %;

y+=1y 41y,

(u+w)(—2,3) = =8, (u—w)(—2,3) = 76
b) u(z,y) + w(z,y) =
__gmzyz 1 2y+ 12’*‘9’ ’

ulx,y) —wlx, y} E i T ’I:y-l- ;;-:y
(u+ w)(—2,3) = —52,5

(v —w)(—2,3) = 25,5

P(z.y) = 3ay + 2¢°

a)@ b)P ¢) P

a) v(z,y,2) = —&’yz® + 62%yz — 2xyz® +
—3ayz, st{v) =5

b) v(z, ¥y, z) = 4x°y*z — 2xy*z® — Yxy2* +
+bayz + 6y2?, st (v) =6

Plz,y,z) = day + dxz + dyz + 10z +
+ 8y + 6z + 22

2.3. Mnozenie wielomianow

[&] 1.

I 340

a) u(z) - w(z) = 2" + 22° — 2* — 2",
st(u-w)=7

b) u(z) - w(z) = 2" —2°
st(u-w)="7

¢) u(z) -wlx)=a* -1, st (u-w) =3

d) u(z)  w(z) = * — 32 + 40 + 32 — 5,
st(uw-w)=4

a) V(z) =2 — 2, D = (1;00)

b) V(z) = z* + 62% + 11z + 6,

—f 4 ta—1,

D= (-1;00)

¢) V(z) = 22° + 42? —“’.ﬂ—l
D = (3;00)

d) V(z) = z* + 62° — 54z — 81,
D= (3;00)

Cdpowiedzi do éwiczen | zadar, str. 58-62

. a) 22%y%z 4+ 22%y2?

—;1 29— 229, Z]1.

v ) M=

. a) —4z* —1—2:1: y—203 + 62y + iy — Emy

b) 32y

+dry —y
¢) da'y® — 12277 + 3%y — 112%y* +
+ 102%y? + 32%9°

%qy+ﬁm2y — 327 y— '3'-'::-'; -

— 2x%y°

— :L:Eyzz = xzyzﬂ +
+2xy? 2% —y?2?

b) 3ay? — 2%y Ayt 4
—aytz2 + bxyz® — 8xz2® + 2% 2°

— adyz + 2zt 2%+

z—423y2*

c) :1*3:;2;:2 + 2x3yz?

+ day®z® =2z’ 24 3ay? 2 46yt 3y 2?
a) 20! — 72 + 172 — T2, a4 = 2,00 =0
b) 4z* —32% +120%2 —62+8,04 = 4,00 = 8
c) 209 — 22 2 4 2% —r.as =2, a0 =0
d) —22°%—32°+ 82"+ 162® — 32% — 242 +-6,
g = —2 ip = G
e]?ﬁa’ 22t 4+ 1 r—%.r—-:,as 2,
ap = —:-ji
f) —4x® — 2% — 522" — V22° + 62 +
+2x + EJE, ag = —4, ap = 22
a)st(w)=3,a3=1, ap = —1
b) st (w) = 3, as = 6, ap = —6
¢) st(w)=2>5, a5 =—4, agp =1
d)st(w)=3,a3=1, ag = —6
e) st (w) =4, ag = —6, ag = 2
f) st(w)=5,a5=12, a0 =6

. a) v(z) = 2% — 82" + 162" + 62 — 2427 +9,
st(v) =6
b) v(z) = 2t 42/ 22 — Ta? — 44/ 22 + 8,
st(v) =4

. a) f(z) = 2°® — 32° — 212" + 227,
g(x) =122% + 922 — 6z + 1
b) f(x) = =627 +22° 4 62° — 32" — 62 +
+ 3% — 1,
g(z) = 2% — 22° 4+ 32* + 62% — 42% + 2
c) f(z) = 3a° — 5z + 62* — 2 + 1,
g(z) = 2% — 22° 4+ 32% — 42 4 42

. a) P(z) = 102® 4+ 2z — 20, D = (2;00)

b) P(x) = 2z + 42® + 1422 + 6z + 4,
D= (-2;-1)uU(1;00)

1, n=—11

h} = —4, n=>0
¢)m=-3,n=-1



10.

a) 4z? — 120%y? — dzy + T2%y? — 2 3.

b) —daty? + 2'y? + 62%y® + d2®y* + 229 4
a) 2z*y + 2%y® — 8a*y — 3ay® — 12297
b) — y+2° 4 22%y* — 2y 4 2y — 22y* +
—294

cj ;L'ﬁ+R?5y+.".t."1y2+2:?J3y:i+:1?2y4 +1-Tf1+gh
d) 2v/22% — 3v/3y°

a) —2z%y + 422z + dzy® — Teyz — 202%+
—2y°z + dyz® b) 2° —y* — 2z — 2°

c) 36z°y? — 162222 — 9y* + 4922

d) 2?yz +2’y+2* —oy’? -z +ay+a
2ry+ 24542+ 245, gdzie x > —1,
y>=—l,z2>=~1

2.4. Wzory skriconego mmnoienia

[€] 2.

10.
@)1

a) 2® +32* +3z+1 b) 2® —32° + 3z — 1

d) % — 1222 4+ 48z — 64

e) 8z% + 3627 + Hda + 27 9
£) 82° — 122% + 62 — 1

g) 272 + 272* + 9z + 1

h) 1 — 9a + 27a* — 27a°

a) 2(10 + 7v/2) b) 8(v/5 - 2)

¢) 6(9 — 5v3) d) 2(25v2 — 44)
e) 4615 + 61 f) 3(261/3 — 45)

g) 11v/2 + 9v/3 h) 3(7v3 — 56)

d) z* + 216 e) 2* —512 f) 82° — 1
a) 2° —1 b) —2® + 729
¢) 2% + 64 d) 16x* — 2002 + 625

.a)z' -1 b)zf -1

c) 2% -1 d)z* -2 —22 +1
a) z* — 81 b) 2® — 32

a) a® + 12a% + 48z + 64

b) 2* + 152% + The + 125

) 2 — 6% + 122 - 8 2.

d) 2* — 9% 4+ 272 — 27
e) 827 +122% + 6z + 1
f) 1252% — 752% + 152 — 1
g) a° — 3v2z? + 6z — 2V/2
h) z* + 3v/32% + 92 + 33

. a) 52— 7 b) 45+ 29/2 3.

¢) 463/5 — 61 d) 4(3v6 + 5v/2)

11.

13.

1.

a) 14 b) 100v/2 ¢) —74 d) 225

. a) 8z + 122%y + 6xy” + ¢°

b) a* — 62%y + 122y* — 8y°

c) 27z + 54xy + 36xy” + 8y*
d) 82* — 36x%y + Hday® — 27y°
e) 2? + 2’y + fxy’ + =y

f) a® — 22%y + S2y° — =y°

g) 3v32® + 92y + 3v3axy® + °
h) ¥Ea® — 2%y + VBay® — o

a) 16z* + 60x%y + T8xy* + 35y°
b) 26a” + 1827y — 18zy? — 26y°
a) 2 + 52% + 125z + 625

b) & — 52% — 1252 + 625

c) 8lz* — 272 — 3z +1 d) 2% -1

7.a) 73 b) —1 ¢) 2 d) 8
¢) o + 92% + 27Tz + 27 8.

a)z =27 bjaz=-8 ¢cJa=3
d]ﬂ:=—2$’fﬁ

.a)a*—1 b)a+1

a) (a—b)(a+b)(a* +ab+b*)(a* —ab+b*)
b) (a® + b%)(a® + V3ab + b?) -

~{a2 — v/ Bath -+ !;2]

a) S4B b) Y5425 + 4

¢) 2(V0 - V6 + V1)

d) 9+6V2+4V1

ca)z®+8 b)a® -1 ¢)a®+1 Trojkat Pascala

a) a’ +7a’h+21a°b* + 35a* b + 35a°b" +
+21a*b® + Tab® + b”

b) a’ —Tah+ 21a°h% — 35048 + 35470 +
—21at 4 Tad® — b

¢) a® 4 8a"b+ 28a°b® + 56a°b* + T0a*b* +
+ 56a*b” 4 28a’b® + 8ab” + b°

d) a® — 8a"b+ 28a°b% — 56a°b* + T0a*b* +
— 56a*b” + 28a°b° — Bab” + b°

(a+b)? = a® + 9a°b + 36a7b? + 84a°b® +
+126a®b* + 126a*b° + 84a®b® + 360207 +
+ 9ab® + b°,

(@+b)'° = a'® + 10a’b + 45a°* +

+120ab* +210a°b* +252a° 6" +210a*b° +
+120a”b” + 45a*b° + 10ab” + b'°

a) 12v/2 4+ 17 b) 4(7 — 4/3)

¢) T0v2 +99 d) 8(26 — 15)v/3

Odpowiedzi do éwiczen | zadar, str. 62-68 341 I



2.5. Rozklad wielomianu na czynniki (1)

[¢]1.

I 342

a) z*(xz — 7) b) 62%(3z + 5)

¢) —2¢*(x +4) d) —182*(3z —2)

e) 6z(x + 1)* f) —3z%(x — 2)*

g) —3z'(3z — 1) h) tx(z® + 2)°

a) w(z) = 3x(z® + 4),
2?4+4>0dlazeR

b) w(z) = 12 (2* + 3),
2’+3>0dlazeR

¢) w(x) = —62>(x? + 7),

4+ T7>0dlazeR

d) w(z) = —v22°(a® + V/3),
2*+vV3>0dlazeR

e) w(z) =2"(T2° =5z +1),A=-3<0
f) w(z) =a'(32°+2+2),A=-1<0
g) w(z) = —a*(dz* — 3z +7),
A=-103<0

h) w(z) = 2*(3v22? — 23z + V6),
A=12-24v/3<0

a) 2%(x —3)(xz+1) b) 22*(x+ 3)(z— 1)
¢) —2x(z — 2)(x +2)

d) 202°(z + 3)(x + L)

e) —2x(z — 5+ 2v5)(xz — 5 — 2/5)

f) 2}z — 3Nz —3)
g) 2 (.T. — %E) (:[! — 3_‘%‘&)
h) dz*(z — 2 + V2)(z — g — V2)

. a) da(z — )z + %)

b) 162°(z — §)(z + 3)

¢) 22%(x — V3)(xz + V3)

a) m“l.’,a:* —2x+5) b)z*(x—3)(z+2)
¢) 2z*(x —1)? d) 62* [r— e+ 1)

e) ba(x — -}{:.- -1) } {L+ 3}{:}, 2)

. a) %(x — 2)(x — 3) b) 2z(x + 3 )(x - 5)

¢) =62’ (x—3)(x—3) d) o (a® + 3z +4)
e) z(a? +V2x+1) f) =12 (x—9)(x+1)
g) (@ —3)(z —2)(z — 1)(= + 1)

h) {.'1'—4}(.1'4—1} (£+4}

i) 4z —3) @+ 3)(x -

j) 2*(x —3)(z — IJ{¢+2_}[:r+5}

k) 2°(z — 2)(x + 3)(z* + 22 + 3)

) z(x—2)(z—1)(z+2-v3)(z+2+3)

Odpowiedzi do ¢wiczer i zadar, str. 69-73

(z] 1.

4. a)
3. a) S(n) = ~'n 2(n+1)?

S(n) = n{n + 1)(2n+1)
b) 3025

2.6. Rozklad wielomianu na czynniki (2)

[€)1. a) 22%(z+ 1)(z® — 2 + 1)

b) —=2*(z + 2)(a? — 22+ 4)
¢) #(2r — 1)(4x® + 20+ 1)
d) 2%(1 — 0,1z)(1 + 0,1z + 0,01x%)
e) x°(2x — 3)(4x® + 62+ 9)
f) 22(0,32 + 1)(0,092° — 0,3z + 1)
2. a) (z* + 1)(z + 5)
b) (x — 1)(z + 1)(z + 3)
c) (z—2)(x+2)(dx+1)
d) 2(z* + 1)(2 + 3)
e) (x —5)(x+5)(x+4)
f) (@ — 1)(z + 1)(vBz — 1)
g) (2z — 1)(42? + 2z + 1)(2* + 2)
h) 2% (2 + V3)(x — v2)
a) x(zx + 3)(z* — 3z + 9)
b) #*(x — 2)(x? + 22 + 4)
¢) —z(z +4)(z* — 4z + 16)
d) —1a2%(x — 8)(a® + 8z + 64)
e) 272*(z + 2)(2° — 32 + 3)
f) 1252° (2 — $)(a® + 2o+ 1)
2. a) (z+ 2)(x — 2)(x? + 22 + 4)
b) (22 — 1)(72? + 2)
¢) (z — 3)(2z% + 5)
d) (z —3)(x + 1)(z* —x+ 1)
e) §(32 —1)(z — V6)(z + V6)
£) (22— 9)(x —3)(z+3)
g) (z — v2)(2® + V2)
) V3a(z + v2)(a? + )
3. a) (z+ 1)z —1)? ‘ |
b) 4(z — 2}(::: - -"}@)J(z + %‘E)z
c) 3(z+ 2) (z — V3)(z+ V3)(a® +1)
4. a) 20z (x — 2)(z — 1)(a + 6)(2* + 2)
b) —1a*(z — 7)(z — 2)(z + 2)(z + 4)°
¢) T*(x —2)(z — 1) (x +2)(x +3)-
(z* +x+1)
d) 32%(z — 3)*(x —

(z* +x+1)

)(z+1)(z* —2+1):



5. a) (2% — 2z + 1)(a°

24 V22 41)

b) 4(x* —vrﬂ?.—i—ﬁ}l[:r, —|—-../"_:r—|—§J
¢) 9(z? — %v“’f_i:r:-l- '%](J‘z + -f;v'fa? +3)
d) (2 —z+3)(2* + 2 +3)

e) 16(z* — 3x+ 1)(2* + 3z + 1)

f) 4(a® —az+ 3)(* +x+ 3)

a) 2(x —1)(@*— 3z + 1)

b) (2 +1) (2 — =8 ) (2 — 2H/E)
) 8(z+ 3)(z— §)(z—1)

d) 64(x — 1)(2* + Lo + &)

2.7. Rownania wielomianowe

[€] 1.

a) :i'.‘=—:];,ﬂ’:=[|
b)g=—2.2=0,8=12

£) = 2, r=0z=v2
d)x=20 J=;—; e)z=—6,z2=10
fla=0,2=3

a) 2=0,5=3;2=4
bjz=—-5,=0,2=5
r=—ljz=—3,2=0 d) 2=0

f) e T gl 2EYE

3 3 5 2
wx=-2 x=0,z=3, wykres C;
vax=—3,x=0 =4, wykres B;
wirz=—-4,x=0,z=2, wykres A
a)z=9 b)a=-2,z=—-%, 2=2
¢) #==5,3=0
d)z=-—v2 2=0, 1-\!’@@::}

e)x==2,2=2 f)z=3/2

=05 =2

b)a=<3,c=0,8=3
c)r=-27,z=0
d}yz'=0.52=2

e)r=—2,z=0,z=2
f) t=—v5,2=02=v5

R ==Lz =0,f=1

bz =—2iz=-La=0

g) =1, g=02=0
dyr==-1,2=0,2=3
e)b=—-2,,=0=3
f) z=—= J’={].,.L'=§
gla=—1.a=

10.

12.

h)n=—8,2="08=2

iy z=—4,z=-1,z=0

§] g=e=1
kyr=—6,z=0,2=3 1)z=0

S R) =3 b};:r:—vﬁm:—%,m:\,@
¢)z=—0;2=1 djz=-1;2=1
gjz=-1.2=2 fla=—-4, =1
glz=— 2!37:%;3':\"'@
h]:r:—‘z,:.-::—%,:n:ﬂ!_
i};r=—-";2,:lr:;}:a:=-‘é§

.a]m:"',—j‘_‘*,r:—l,.’r:l?’ﬁ
b)r=—2.2=1
¢ r==3 =0, zg=1 3=

. (—2,-7),(2,1), (3,3)

a) (—3,-10), (0,2), (3,14)
h]{ \.-"'51—3\.-"{—} {1:|} {\&_1"'3\4’/-‘}
] {_l.'_T}! {1'1}: (39}

. a) (0,—3), (2,—3)

b) (-3, %), (0,-3), (2,—-3)

¢) (=2,~7), (2,-3)

V(z) = 2° + 32° — 42, D = (1;00),
Viz)=12dlax =2

$ciana o krawedziach: (2¢/3—3) m, -1?- m;
b= (3 - %ﬁ) m? =~ 0.4 m?

2.8. Dzielenie wielomianow

[€]1.

a)ax—2 b) 9z + 12
c) * —2x+1 d) 22 + 2% -

. a)x—3, reszta 4 b) 4 + 4, reszta 5

¢) x° + 3x — 5, reszta 4
d) 3z% 4+ 32 —
a) w{z) = (r°+ 1)(z —2) + 2
b) w(x) = (—22° + 9z — 27)(x + 3) + 85
¢) w(z) = (2% + 2% —2)(z - 1)
d) w(z) = (32 62" +112—13)(z+2)4-25
a), e) jest b), ¢), d) nie jest
a) w(x) = (2o° + 92 + 37)(x — 4) + 147
b) w(x) = (2® — 32 + 12)(x + 3) — 29
¢) w(z) = (32 +32* + 22+ 2)(z — 1) + 2
d) w(x) = (2% + 2¢ — 1)(x + 6) + 2

e) w(x) = (21?+ﬁ1}[a + J— 2
f) w(z) = (122 + 4z)(@ — 1) +3
a) tak b), ¢), d) nie

bx — 6, reszta —2

Odpowiedzi do éwiczen | zadar, str. 73-80
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I 244

4. a) w(z) = (22* + 3¢+ 3)(2z+1) —

19
b) w(z) = (2* +22)(3z — 1) + 7

¢) w(z) = (22° — z)(3z + 4) — |

d) w(z) = (22* — 42 + 2)(3x +3) -4

a) w(z) = (—3z—1)(z* —4) — 92 —8

b) w(z) = (22 — 524 5) (2 +x) — 10z +2
¢) wiz)=(x—-1)(e*+z+1)+7

d) w(z) = (42 +4)(z* —-1) - 22+ 7
e) w(z) = (3 22+ 3z — J‘}(2.1.' +l}—3:.-:—}

2.9. Rownosé wielomiandw

[€]1.

a) tak, a = 2 b) nie
c) tak, a = —3

.ajm=2bm=2 ¢ym=4

a)m=3 b)m=2
¢) nie ma takiego m

a)a=2 b)a=-3 ¢)a=-8
a)a=2,b=3 bla=3,b=-5
4. a)a=0,b=-1

bja=1,b=3

c}u=-'1£.--—2

a) wz)=(z"+z-1)(a*+x+1)
b) w(z) = (2 + 3z + 1)(x* — 20 — 1)
¢) w(x) = (:ﬂ —I—d:r+]}[r — 2z + 2)
d) w(z) = (@® + 2 — I(a® —a +1)
e) wiz) = (x —::—c:-}{a: +2x+1)

2.10. Twierdzenie Bézouta

[E] 2.
3.
4.

a), b),d) 0 ¢) —1

a), b) jest ¢), d) nie jest

a) (z+4)(x+2)(z—1)

b) (x— 1) (w+ 255 ) (2 + 255
c) (x+2)(z+ 1)z —4)

d) (@ +2)(z — 3)2

a)0 b)2 ¢)0

a) w(e) = (z - )z — 1)(x+2)
b) w(z) = 2(z + 2)(z + 3)(z + 1)
c) wi(z) = (z + 5}[:!?2 — 3z +4)

3} 21 —1—:?"\».."1-3-1 —1-5\.'“]3 h} _11 "-I.J}, %

- —u’.j — ﬂ i f
':) 1§ 1.1 - 1 14.-| 2 d} 2.- _2-. %
aym=7 b)m=—-v5,m=+5

¢) mE=—2m=3

Odpowiedzi do éwiczen | zadan, str. 81-90

5. a), ¢) jest b) nie jest
6. a) 2z +1 b) 4z —5
7. a) 102453 b)z—1 ¢) =Ta°+7

2.11. Pierwiastki calkowite i pierwiastki
wymierne wielomianu
[€]1. a) dzielniki: —1, 1, =3, 3;
pierwiastek catkowity: 1
b) dzielniki: —1, 1, -2, 2, —4, 4;
pierwiastki catkowite; —4, 1

c) dzielniki: -1, 1, -2, 2, -3, 3, —6, 6;
pierwiastki catkowite: =2, 1, 3
d) dzielniki: —1, 1, —2, 2, —5, 5, —10, 10;
brak pierwiastkéw calkowitych
2.a)z=1,z2=4 b)z=-2
¢) z =3, =232 Bz = -—i—u'ﬁz“rg
P L 1
d)z=-3,r=—3
. a8)z=1 =73
by ==3,z==2;2="12=23
¢)x=-1, =5
dye=—3,e=1Lo=2 o =1
f) :.-:="‘A2f’—,:::=—£,:.-,_ "“2‘““1
=
4. a) -4, =2,0,2,4 b) -4, 0, 4
‘ 2 2 .
C} —2? —a 0, T 2
5.a)z=—-3 b)z=3
o— =5=y13 . _ =54yI3 . _ 1
o)== ey e =g
dyz=-%,2=-3
]l a)z=-5,z2=1
bje=-2,r=-1, 2=
c) x —3,1.‘:—1.:1'._—%
d};n=£§§§‘1 —]?_rr:.l._{'._:.’..ﬁ.}i
- _— N PSSR |
e) x=—4 f]m-h—lf,_l-_—i T =3
glr=3ha=1- o=1+% =3
) e = =
2.8)3=—3,2=0,2=1,2=3
ble=1 ¢ p=1,a=1
d}:L'Z—I,:B:—%,.'E:
e)x="2 p=-2 =" =3
fz=—1,z=—3
2
3. ﬂ} .I"—E
b}x:—l—\fi,ﬂz—%,1=—1+ 2
c}.r:%d}r:—l—\fﬁ,ﬂ:—ﬁ,r—ﬂ,



4.8 =2 Bble=—3;x=1
c) r=—V2, x=—-1,2=12
d)x=

5. a) P(t) = —2t* + 121, t € (0;/6)
b)t=v3-1,t=2

(=3.0), (3,0), (3, 3), (-3, %)
B(4,0), C(2,5)

42+ V?2)

3(v3 +3) dm?

10. a) 2 = 1 dm b) P = 160 dm?

|
o]

x=0,7=3

ol o

Rownania wielomianowe. Wzor Cardano

1. o= 1

a)
o= 1+ /2 -3, [B 1

% 82 =3 W =12
3.a)z=2+ V2 - V4

2.12. Pierwiastki wielokrotne
wielomianu

1. a) w(x) = (x — 2)*(x + 2), jest
b) w(z) = (2 — 2)*(x + 1), nie jest

2. a) r=—

Il

53 ]

- dwukrotny,
x = () — czterokrotny,
2 = 1 — jednokrotny
b) & = 0 - jednokrotny
¢) © = —4 — jednokrotny,
x = 4 — czterokrotny
d) & = —2 - dwukrotny,
= —%, r = 0 — jednokrotne,
x = 2 — trzykrotny
3. a) © = —3 — jednokrotny,
2 = —1 — dwukrotny
b) @ = —2 - dwukrotny,
x = 3 — jednokrotny
c) @ =0, 2 =4 - jednokrotne,
r =1 - dwukrotny
d)z =1, =2 dwukrotne

4. a) nie moze b) moze

l.a) 2 = -3, 2= —3, 2 = 2 - jednokrotne

b) & = —1 — dwukrotny,
r = 2 - jednokrotny

¢) & = 2 — jednokrotny,
x =5 — dwukrotny

d) & = —3 - jednokrotny,
x = 1 — caterokrotny

e) & = —3 — traykrotny,

x = 3 - jednokrotny

f) .'r:=—2,.r.=i5‘£,:::=i‘;‘£,m=‘
— jednokrotne

g) @ = —5 — jednokrotny,

x = —2, x = 0 - dwukrotne,

x = 2 — trzvkrotny
h) & = —4, @ = 2 — jednokrotne,
x =0 — trzykrotny, & = 3 — dwukrotny

. a) z=—1, z =0, x =4 - jednokrotne

b) & = 0 - trzykrotny, * = 3 — dwukrotny
¢) & = —1, & = 1 — dwukrotne

d) z = —v2, = V2 - dwukrotne

e) @ = 0 — dwukrotny

f) @ = —2 - dwukrotny,

x =0 - trzyvkrotny

g) e =—4, =10, z =1 - jednokrotne
h) & = 0 — dwukrotny

i} @ =0 — trzykrotny,

x= -2, x = 2 - jednokrotne
.a)z=—3 b)z=—V3,2=V3
¢) =3
7.a)a=5 b)a=-2,a=2

8. a) tak, a = —16 b) nie

2.13. Wykres wielomianu
1. a] Y4

w

Odpowiedzi do éwiczen | zadari, str, 91-97
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I 246

L. b) Y
w
= h
; O X
c) ¥
T
/™ X
d) w(z) = —x(x+ 1)*
Y
w
¥ D .
=1 X
e) w(z) = —(x — 1)*(z + 5)
Y4
—5 1 -
O X
w

Odpowiedzi do dwiczen | zadar, str. 97-99

f) wiz) =

¥

—~(z —2)(z + 3)*

o] X
A-w,B-u,C-v
. a) w(z) = —z(x+2)*(x - 2)
b) w(z) = —(x+2)(x+ 1)(z— 1)(x — 2)
¢) w(z) = —(z+2)%z—1)2
. 3} Y4 4
—3\;70 2 X
b)
w
0 3 X
c) Y4
w
N
d) w(z) = —2(z + 2)*(x — 1)z — 2)
Y,u.
2 |
@] ! X
w



o

LS
Et |

/ | _\i/
b) Y4 7
/3 —1 \_/z X
t} i v
= [ X
d) Y4
i
f O ?’:i\ %
e) W Yt
X

_3—':5}*

B — @ 5 x
w

a) wz)=z(z+ 3)(z+1)(z—2)

b) w(z) = z(z + 1)(z — 2)?

¢) w(z) = (x4 2)*(z — 2)?

a) w(z) = —z(x+3)(x+2)(z+1)(x—1)
b) w(x) = —(x+3)(z+ 2)(z+ 1)*(x —1)
¢) w(r) = —2*(x + 4)(z + 2)*

a) '€ (—oo;—3)

b) @ € (—o0; —v5) U (=2;v5)

c) z € (—1;1)U(3;00)

d) z € (—1;0) U (0;6)

e) & € (—oo; —2) U (2; 00)

f) nie istnieja takie argumenty

a) € (—o0;2) U (3;00)

b) 2 € {—2,—1,0}

c) x € {(0;1) U (6;cc)

d) z € (—o0;0) U (2:3)

e) = € (—o0; —v3) U (v3;00)

f) € (—3;3)U(35)

ca)u(z) =12+ 1t -1

2.14. Nierownosei wielomianowe

[€]1.

2.

a) x € (—oo;—2) U (1;3)

b) & € (—2;1) U (3; 00)

a) x € (—oo;—1) U (—1;1) U (4;00)
b) x € (134)

¢) © € (—oo;1} U (4;00)

d)ze {-1}U(1;4)

a) x € (—oo;—3) U (—3; -1)

b) z € (—o0; —1) U {2}

c) z € (—1;2) U (2;00)

d)x e {-3}U({—1;00)

Odpowiedzi do éwiczen | zadan, str. 39-101
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4. a) z € (—oo; —4) U (—2;5) 4. a) AN B = (2;3),

b) x € (—oo; —4) U (5; oo) A\ B=(=2;0)U(3;00)
¢) z € {— S}U{E;cc]l b)ANB = (—4;-2)U{-1;0) U (0;1) U
d) z € {-2,5) U(24), A\ B=(-2-1)U(1;2)
5. a) z € (0:1)U(1;00) c) ANB = (—o0;—vV2) U (3:3),
b) z € (—o0; —2) U (0; 3) A\H= 1:v2)
c) ¥ € (—oo;—1) U {1} 5. a) {
d) x € (—1;0) U (0; 11) b) (—o0; _3 (—v/3;0) U (1; v/3)
e) z € (-2, —3) U (2 00) c) (1)
f) = € (—o0;—v2) U (%;V3) 6. a) (—oo; —1) U (0;1)
6. a) z € (—o0; —4) U (1;00) b) (—o0; 1)
b) x € (—o0; 3)

T.a)m=—4,x € (-2;1) U (2; 00)

7. 8) 2 € (—oo;—1 — V2) U(—1; -1+ v2) i ey _
b) z € (—o0; —4) U (—2 — v/3; —2 + V/3) l’)) :: » g.- ﬂ;i {{uiu_{ll}, )
e) & € (—00;3) b= 3 3

d)m=-2lubm =2,
€ {(—2; —1) U (3; 50)
8. a) {0} U (4;5)

d) r € (—o0;0) U {2; 00)

[2]1. a) x € (—£:0) U (5;00)
b) x € (—3;00)

. b) (3:00)
€ (—00; 0) U {2
?);EUE )2} &) (—o00; =2 U {—v/3: V3 U (2; o0)
L€ (—2/2;2V/2 d) (—1;0) U (4; 00)
8) @ € (~3:0) U (:00) ) (-2 U(-Fi-HUE U
h) z € {1 — v/5;0) U (1 + v/5; 00) U(%E;2)
i) ze (—m‘—%“ﬁma;}U {0} u 9. a) ¥ € (—oo; —2) U (—1;2) U (3; 00)
b) z € (—oo;—1) U (1;3) U (3;00)
U (=248 o) ¢) 7€ (—1;1) U {3}
2. “}15(( °0; Vﬁ}Uj ;1) 10. a) & € (—o00;—6) U (—3;0)
b)z € U (3;0) b) € (—o0; —v2) U (£; v/2)
;}1 € ((‘90 “i:’“)}lili \/:?:2/'“} &) € (o001 —2) U (2:3) U (3: 00)
TE — ‘
e) z € (—1;5) :]} z E ({E}:}<1'4>
f} 'TE{';DC';_'E}U{%EOG} f] I:E(:lxr;ﬂ}
g) = € (3:0) g) x € (—o00; —2) U (—1:3)

€ (—V/2; V2) U (VZ; 00)
3. a) x € (—1;2)
b) x € (—5;00)

h) & € (—oo; —4) U {(—2; 2) U (3; 00)
1L (—2; —1) U (3;00)

¢) x € (—oo; %"ﬁ) U ('—1213—;5:3) 2.15. Wielomiany ~ zastosowania
d) xz € (—00;2) €l z=2

e) r € (*—_"‘E LtL) 2. a) V(x) = 42* — 1402* + 1200z,
f) z € (—o0; —2) U (3:1) U (1;00) D = (0;15)

gl re(-1;1) b) 5 em x 20 em x 30 cm

h) & € (—o0; =3} U (—2;2) U (3;00) ¢) nie jest

B 248 Odpowiedzi do éwiczen i zadan, str. 101-106



3. a) V(x) = 42® — 48z* 4 1442, D = (0;6)
b) kolejno: 128, 108, 64
¢) z € (0; 3) U (4;6)
d) z € (0;4 — 2/3) U (4;6)

[Z]1. a) V(z) = —22° + 102%, D = (0;5)

b)a=3z=1+7

2. 4dm x 8 dm x 4dm

3. V(z) = —42® + 28z%, D = (0;7)
a) kolejno: 63, 24, 493, 80, 1124
b) 280 em® lub 56(1 + \/ﬁ] em?

4. a) V(z) = —2a* + 62* + 80z, D = (0;5)
b) & € (0; 3)

5. wigksze od 110,1257 em?®

2.16. Zagadnienia uzupelniajace

L a) w(—1) =6, w(—3) = 2, w(0) = 1,
w(3) =3, w(l) =2 w(i)=1,
w(2) = -3, xo = 1,75
b) w(1,6) = 0,488, w(1,7) = —0,156,
w(1,8) = —0,944, o = 1,65

2. 0~ 1,45

3. a) w(3) =4 b) w(2) =21

5. a) 6x° + 152 + 35, reszta 114
b) 22% — 10, resata 11
c) z* — 4z® — 2z — 4, reszta —16
d) 2* — 22* — x + 1, reszta —4

Zestaw powtorzeniowy I
1. a) u(z) = —22* +3x— 1,st(u) =2
b) u(z) = —22° — 32" - 20+ 1, st (u) =5
2. a) w(z) =3 (x - D(x+1)
b) w(z) = 2z(x + 1)?
¢) w(z) =z (x + 1)(z + 6)
d) w(z) = 5z(z — 1)*(z + 1)?
e) w(z) = —3x(x — V5)*(z + V5)*
£) w(z) = 322%(x — ‘.‘]j)ztm + %}z
3:d)a=4,b=16
b)a=-2.b=-2
4, a)p=10
b)z=—42=02=1
o) =0, 4=38, &=

1

d}:r=—ﬁ-?;r=[l?;1'=

1
)
flz=-1l2=0,e=3

8) .= 0m=

. a) w(z) = (x4 V2)(x — V2)(x - 2),

pierwiastki: A D ﬁ, 2
b) w(x) = x(x + 2)(x + 1)(x — 2),
pierwiastki: —2, —1, 0, 2

¢) wix) = 5z + v3)(x + )z - V3),
pierwiastki: —v3, —é. V3

d) w(x) = 5(x — £)(252° + 15z + 9),
pierwiastek: %

e) w(z) = 27x(x + §)(=° — gz + 35),
pierwiastki: —Elg, 0

£) wix) = 14z (z+ £)(z - £),

2
pierwiastki: —Lz , 0, L2

caj =210

bjr=—be=-1l,g=1; 1
Ja=-2,za=—-3,2=2 0

d) == e=1,2=38; 1

e)z=—-%,x=3c=%; 3
f) zg==1;2=25 0
gle=-2,z=—3 1

S T e
h) = - F = 5, 8=17 2
a]mz..::;- b]?nz%
¢cfm=—1,m=3
. a) % + 3x + 10, reszta 31
b) 2* — Za® + 3o — 2, reszta 2

¢) 22 + a* — 1, reszta 5

ca) w(z)=(x+2)(z® -2 +6) -7

b) w(z) = (z 4+ 2)(z*+1) — 1
¢) w(z) = (x + 2)(4a® — x)
d) w(z) = (x4 2)(z* +x — 11) + 20

10. a) 7 b)0 ¢) 0

Zestaw powtorzeniowy IT

L.:8) g=30=4,

w(z) = (@ + 2)(x — 3)(z — 4)

b)z = —1 — V2, 2 =—1+ 2,

w(z) = (z+ 1+ vV2)(z + 1 — V2)(z — 4)
¢) nie ma wiecej pierwiastkow,

w(z) = 2(x — %:]{1"2 +z+ 1)
d)r=-2—-v3 2=-2+3,

w(z) = (2 + 2+ V3)(z+2—V3)(z - 1)
e) = -3, x=2, w(zr) = (x+3)(z— 2)*
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Mr=1lp=23=3
b)e=7 ¢)x=-3
d)z=3 e}z =5
flr=-l,z=-}a=4%
g}:::=—2;t-’=—x,.-""§,:r= -
he=—-5ao=-1,2=2,:

a)r=—3
ble=-2,z=3,a=1
c)z=3 d)z=—3
a)a=20
bja=-3,a=0,a=3
a)a=06

b) a = —8

6. a)a=-3 b)a=2 c)ja= -1
7. a) z € (—1;2) U (3;00)

9,

b)xz € (—1;1)

¢) v e {—1}U(2;5)

d) xz € (—o0; 2) U{3} U {4;00)
e)re(—1;7)

f) z € (—5;3) U {6}

. a) x € (—5;0) U (4;00)

b) z € (—o0; 0) U (1;2)
c)jreR

d) sprzeczna

e) x € (—4;00)

) @ € (—v3 v2) U (3; )
g) ¢ € (—1;00)

h) z € (=2, —v3) U (v/3; 00)
a) 6 dm b) 14 dm

Zadania testowe

1. C
T.A 8.C

Przed obowigzkowa maturg z matematyki

22D 3.B 4D 5C 6.A
9. B

1. 54

2. 6=156, b= -21

3. 2 =-1

4. -2

5. V(z) = 22° + 42% — 162, D = (2; 0),

Viz) =32dlax =22

T.o=—4, =1

8. (0,0), (—3,-3), (3,3)

I 550 Odpowiedzi do céwiczen | zadan, str. 113-122

Przed matura z matematyki
na poziomie rozszerzonyi

1.
2.
3.
4.
5.
6.
8.

314 (S = V3 +V2)

441

033 (3)

& € {(—2—v3; 1) U (-2 +3;1)
k=—-23 k=28 k=2
m=10,n=4

V(z) =a'—182° + 81,

D = (—3;3) U(3;0),
V(z) < 256 dla z € (—3;3) U (3;5)

r=1

3.1. Wykres funkeji f(z) = <

[€]1.

3.

a) 4(%8} B(1,4), C(2,2), D(4,1),
E(8,3)

a) f(-2) = —4, g(-2) = —1,

h(—2) = -2, k(-2) = -3

b) niebieski
czerwony — h, brazowy — k
¢)A-k,B-g,C-f,D-g,E-h

[, zielony — g,

. a) najmniejsza: 3, najwicksza: 6

b) najmniejsza: —4, najwieksza: —2
SRR S S|

¢) najmniejsza: 7, najwigksza: 5

- O d = n . - . 5

d) najmniejsza: —5, najwigksza: —3

. a) f(D) =(3:2)

b) F(D) = (~o0;—2) U (2 0)
¢) f(D) = (~2;0) U (0;4)

a) a=—8, f(—2v2) = 22
b) a= —16, f(—2v2) = 44/2
c) a=—14, f(-2v2) = B2
d)a=1, f(-2v3) = -8

a) a = —3, P(1,-3),
flz) > -3 dlaxe (—oc;0)U(];00)
b) a = —6, P(2,-3),
Jlz) > =3 dlaze (—oc0;0)U(2;00)

. a) a = 2, najmniejsza: —2, najwieksza: |

b) a = —4, najmniejsza: —2, najwieksza: 4
¢) a = —6, najmniejsza: —3,
najwicksza: 6

2v/5

T.a)a=4 b)a=238



3.2. Przesunigcie wykresu funkeji f(z) = =

[€]1.

o wektor
a) f(D) =R\ {3},
asymptoty: x =0, y =3
b) f(D) =R\ {1},
asymptoty: z =0,y = —1
c) f(D)=R\{-3},
asymptoty: x =0, y = -3
d) f(D) =R\ {2},
asymptoty: x =0, y = 2
e) f(D) =R\ {1},
asymptoty: x =0, y = 1
f) (D) =R\ {-4},
asymptoty: z =0, y = —4
a) D =R\ {2},
asymptoty: @ = 2, y = (0,
maleje w (—o0;2) i w (2;00)

b) D = R\ {4}, asymptoty: x =4,y = 0,

maleje w (—oc;4) i w (4;00)

¢) D=R\ {1}, asymptoty: x =1,y =0,

roénie w (—oc; 1) i w (1;00)

d) D =R\ {2}, asymptoty: 1 =2, y = (),

rosnie w (—o0;2) i w (2;00)

a) D=R\ {-1},
asymptoty: x = —1, y = 0, P(0,—1)
b) D =R\ {-2},
asymptoty: # = —2, y =0, P(0, 3)
c) D=R\ {_4}:'
asymptoty: © = —4, y =0, P(0,1)
d) D=R\{-3},
asymptoty: & = -3, y = 0, P(0,—3)
a) D=R\{-2}. f(D)=R\{-3},
asymptoty: x = -2, y = —3
b) D =R\ {1}, f(D) =R\ {2},
asymptoty: x =1, y = 2
c) D=R\{-1}, f(D) =R\ {3},
asymptoty: x = -1,y =3
a) [4,—6] b) [-2,2] ¢) [2,-3] 4d) [3,1]
a) [3,-8] b) [1,f]

glz) = . asymptoty: @ =p, y = ¢q
a) (1:} ——'3 D=R\ {0},

g(D) =R\ {-3},

asymptoty: e =0, y = =3

Hi-4) =5

b) g(z) = 75, D =R\ {-3},

9(D) =R\ {0},
asymptoty: = -3,y =10

c) g(z) = -2 +2, D=R\ {0},

g(D) =R\ {2}, asymptoty: x =0, y = 2
d) g(z) = =75, D =R\ {2},

g(D) =R\ {0}, asymptoty: a =2, y =0

a) f(z) = 755, f(13) =12,

"in“=?—”~f{1 ) =8 f{—~4) =2

Ja) alxE) = *-+-+4 =R\ £}
.{DJ-R\{I}.

asymptoty: r—] y=4

b) 9(2) = 225 — 1, Dy = R\ {~2},

9(Dg) =R\ {-1},

asymptoty: x = -2, y = —1

c) glz) = —“l +3,D,=R\ {-1},
Q(IJH}=R\{ }i

asymptotyv: z = —1. 3y =3

d) g(z) = -5 — 4, Dy =R\ {2},

H{DH} = Rll‘n { 4}
asymptoty: x = 2, y = —4

a)6 b)4 ¢)2 d)4
a]y=:'—f_1+2 b}y—‘m&—”—]

€) Y=~z z}—i-] d) ¥ = —grgy — 2
. a) g(x) = =2 _ﬁ—ﬁa
) glx) = 4{; ) %

d) gz) = 22 — 6

a)y=x—6,y=—x-6, S(0,—6)

b)y=xz—-3, y=—x+5,5(4,1)

c)y=z+4, y=—x+2, 5(-1,3)
dy=xz+1.y=—x+15, 5(7,8)

SLy=xz—pt+agy=—2+p+4q, S(P:"J}

3.3. Funkcja homograficzna
[€]1. a) f(z) =1 -1, Dy

=R\ {0}
+1, Dy =R\ {-2}
+1, Dy =R\ {1}

b) f(z) = o5
c) fz) = 5

- a) flz) = ;-|-l+1 Dy =R\ {-4}

b) f(x) =
¢) flz)=

—mr+l D;-R\{-i}
=R\ {-3}

3.a)1 b) -1 ¢]2

Odpowiedzi do dwiczer i zadan, str, 123-128
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48 f@)=gz -2 e=-ly=-2
b) f(z) = Hi+ﬂx =2
c) flz) =75z -3 z=-4y=-3

[Z]1. a) f(z) = II3+.3 r=-3,y=2
b) fa) =5 -3, x=3,y=-3
¢) (@)= 5 +4w=-2y=4
d) fl@) =T -2 2=4,y=-2
o) fla) =g +3o=-3,y=3
f) f{m}=ﬁ+‘2 z=—-2,9y=2

2. a) Dy =R\ {4}, f(Dy) =R\ {1}
b) Dy =R\ {1}, f(Dy) R\{ }
¢) Dy =R\ {-2}, f(Ds) =R\ {-4}
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3. a) f(x) > 0dla z € (—o0;4) U (5; 00),
flz) <0dla x € (4:5)
b) f(z) > 0 dla x € (—o0; =3) U (—2; 0),
flz) < Ddlazxze(-3;,-2)
¢) f(z) >0dlaz e (—1;0),
flz) <0dla z € (—oo;—1) U (0;00)
4. a) maleje w (—oc;4) i w (4: 00)
b) rognie w (—oo; —1) i w (—1;00)
¢) rosénie w {—oo; —2) i w (—2;0¢)
d) rosnie w (—o00;2) i w (2;00)
e) rosnie w (—o0;2) i w (2:00)
f) maleje w (—o0; 3) i w (Fi00)

B.a)m=282=—-%y=—3

bm=3,2=-2,y=3
6. np.: a) f(x =3|F+1

b) f(z) =1 -5

¢) flz) == +1

d) f(z) = o=

T.a)x=-2,y=-2 b)x=8 y=20

8. a) (—2,1), (2,—3), (4,7), (8,3)
h} {_ﬁ! —2), {_4:_1}1 (=3, I.}! {_1? =T
(0,-5), (2,—4) ¢) (8,1, (—2,0),
(0,-1), (1,-2), (2,—4), (3,—10), (5, 14),
(6,8), (7,6), (8,5), (10,4), (16,3)

9. a)dla e =
dla ¢ = 0 liniowa, ale nie stala,
dla e € R\ {-2,0} homograficzna

—2 stala,
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b) dla ¢ = 8 stala,

dla ¢ # 8 homograficzana

c) dla ¢ = 0 liniowa, ale nie stala,
dla ¢ # 0 homograficzna

10. a), b), ¢) funkcja nie jest homograficzna
11 a) f(x) = =% +4
b) f(z) = J‘fi + =
¢) flz) =3 —é
12. a) f(z) = 7. Dy =R\ {1)
b) f(x) = %5, Dy = (2;00)
Hiperbola
1. a) (—3,0), (3,0), y = —%a, y = 2x,
hiperbola sprzezona: 5’{1 - ‘Tj- =}
b) (—4.0), (4,0), y = — 3z, y = 2w,
hiperbola sprzezona: 1;—;— 5;;— !
c) (0,—4), (0,4), y = 2z, y = 2z,
hiperbola sprzeiona: 22 _ a‘ll;- =}
d) (0,—-3), (0,3), y = =3z, y = 3z,
hiperbola sprzezona: z*° — %ﬂ 3y
3.4. Przeksztalcenia wykresu funkeji
[€)1. a) D; = D, = Dy, = R\ {0},
f(Dy) =R\ {0}, g(Dy) = (0;00),

h(Dp) = (—1;00)

b) Dy = Dy = Dy = R\ {0},

£(Dy) = (0:50), 9(Dy) = (—50;0),

h(Dy) = (—00;3)
i e

— i« | . sl . ro— s i -,




2. a) 0 dla m € (—o0;0),
1 dla m € {0,2},

2dlame (0;2) U (2;00)
A L | DR O

o L

b) 0 dla m € (—o0;0),
1 dla m € {0,2},
2dlame (0;2) U (2;00)

=TI N

c) 0 dla m € (0; 00),
1 dla m € {-2,0},
.EdlamE{ oo; —2) U (=2;0)

Y“...??.‘

3. a) D;_R\{ 2} f{DfJ

([};mj

o L+ e e - e e o TEEE

i X

b) Uf=R\{3} f(ﬂf}—[ o0 ’J
: Nl smINn

) DI—R\{ 2) ffﬂm{ 1j00)

b) Dy =R\ {-3,3},
/(D) _= (—00;2) U @%a_fx

O Dy =R\ (2.3},
f(Df}“f —00; =2) U (-
MEMS 8 th“

|—
-
L

_4_;;;_Lm_;;;_;_
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4. a) m € (—o0;—1)U(0;00) b)) m € (0;2)
c) m € (—oo;0) U (2;00)

WL LLL el

of i1 0 O OO

[Z]1. a). b), ¢) Dy =R\ {0}, f(Dy) = (0;00) P Lo il b E ek
d) Dy =R\ {0}, f(Dy) = (—o0:0) SRR RN [ U S A
e) Dy =R\ {0}, f(Dy) = (=3i00) 6. 0 dla m € (—o0; —1) U (1; 0c),

f) Dy =R\ {0}, f(Dy) = (—00:2) 1 dlame {-1,0,1},
2. a) rodnie w (—o0; —2), 2dlame (—=1;0) L (0;1)
maleje w (—2;00) 7. a) 0 dlam € (—oo; —v2)U{0}U(V2; o0),
b) rognie w (3; 00}, maleje w (—o0; 3) 1 dlam e {—v2,v2},
c) roénie w (—o0; —3) i w (1;00), 2 dla m € (—v2;0) U (0; V2)
maleje w (—3; 1) b) 0 dla m € (—v/3;v3),
d) rognie w (—1;1), 2 dla m € (—2; —v3) U (v3; 2),
maleje w (—o0;—1) i w (1;00) 3 dla m € {—2,2},
e) rognie w (1; 00), maleje w (—o0; 1) 4 dla m € (—o0; =2} U (2; 00)
f) rosnie w (—o0; 3), maleje w (3; 00) ¢)3dlam=0,4dlam#0
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3.5. Munogenie i dzielenie

[€]1.

wyrazen wymiernych

a) D=R\ {-3,3}; 3 3

b) D=R\{-§.1} &
¢) & =R\ {0.3}; -Ef

d) D—R\{—%_H}_ —4
e) D=R\{-3,-2}, -75
f) D=R\{}.2}, -}

g) D=R\{-3,0}, 1

k) D =R\ {5}, —%

a) D=R\ {3}, —x—-3
b) B =R\ {2} 3¢

c) D=R\{-5,5}, f%
dD=R.,&

e) D=R\{0,1}, =%

f) D=R\ {0,2}, — =2
g) D=R\ {3}, =

h] D= R\ {_21 2}1 [z ;;-;I'.! +4)
a) D=R\{-2,3},14

b) D =R\ {-3,0, "i]-. —%

{2r—1){x-5]
}..'} R\{'—'— J‘_r-"__
d)D=R\{-22 3} —rr:‘*z}

e) D=R\{-2,2}, Z2

f) D=R\{-1,0,1,3}, —z&t
a) D=R\ {2}, 8
b}D‘=R\{—-} N

c) D=R\{3}, 3

d}ﬂ—R\{—l}

e) D=R\{-7}, —%

f) D=R\{-3}, ¥

a) D =R\ {0,3}, 8z

b) D=R\ {-2,-1,1}, {r—-z}{u:—l}
¢) D=R\{-3,0,3}, 555

d) D=R\{-1,5}, —I-*Jﬁf-é

e) D=R\ {1}, 2? +1

f) D=R\{-4,-3,0}, 2

. a) tak b), ¢) nie

a)0 b)0,2 ¢) -2,3 d) -1,0,2

a) D=R\ {0}, z® — Tz, 6

b) D=R\ {-1,0}, ‘?(:r-—l-l} -1¢D
¢) D=R\{-1}, &3, -1¢ D
d}n—R\{z} -3

.a) D=R\{-1,2}, -2

&) D=R\{-3,0,3}, 5, -}
f) D=R, %1, 0
E} .{.}:R\{ﬂ 1} [.T +:][]I+1:| {]

h) D=R\ {-3,-2}, #zt3 4

T4z

. a) D =R\ {-3,0}, wartodci kolejno: 1, —5

b) D = RK{_\"’E! V@}!

wartosci kolejno: —10, 1

¢) D =R\ {V2}, wartodei kolejno: 22, 0
d) D =R\ {-1.4},

wartosci kolejno: —%, -1

ca) D= (—o0;=2)U({—2;2) U (2;00),

wartosci kolejno: 2, —1, 3

b) D = (—o00; —v3) U (—V3; V3)U

U (v/3: ac), wartosei kolejno: 5, —11, 5
¢) D= (—o0;—%)U(=%: %) U(5:00).

2
wartosei kolejno: —ﬁ* %, ll_D
3 3,3 3
d) D = (—o0; —3) U{—5; 5) U (5:00),
1
3

e - - g
wartosci kolejno: =,

b) D=R\{-3,3} -2
¢) D=R\{-4,0},1
d) D =R\ {-1, 2} L

e) D=R\{2}, 2 f) D=R\{0,1}, —1
a) D4y =R\ {0.9}, Dg =R\ {-2,0},
Dap =R\ {-2,0,9}

b) Da =R\ {-2,2}, Dp =R\ {-2,0,2},
Das =R\ {-2,0,2}

c} D,.!, = R\I {—2. 0. 2}‘ D‘g = R\L{ﬂ. 2}_.
Dap =R\ {-2,0,2}

d) Da =R\ {-1,1,2}, Dg =R\ {-2,1},
Dag =R\ {-2,-1,1,2}

.a) D=R\{0,2}, &

b) D=R\{-3,1}, -3
¢) D=R\{0,3}, -
e
d) D =R\ {-1,1}, x5
¢) D=R\{-1,31} 3t
f) D=R\{-3, i) EJ} L
g) D=R\{-2,2}, -5
(e+1){x+2)
h}D-R\{—l,l,E}.—m

i) D=R\{-3,3},z+3
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9. 3} D= R\{_?‘- _2?[}?2}‘ jti-ll-‘;]:l

b) D=R\ {-4,-1}, ~2® + 5z —4

¢) D=R\{-1,1}, =2
10. a) D =R\ {0,1}, 2
. ol o 2
b) D =R\ {-2,3}, 342
¢) D=R\{-1,0}, 2
d) D=R\{1,}}, -3

-1
2

e) D=R\ {03}, - %
f) D=R\{-2,-1,1,2}

Bl EHI— 1)

11. a}U:R\{—‘L—l 3}, (x+ 1)(z +3)

b) D =R\ {-4,0,%,4}, -3}

¢) D=R\{-2,

12. a) D =R\ {0}, f(2) = -2

BRI

L 3.6. Dodawanie i odejmowanie

} (2r+1){x-2)
13 ¥ fe42M2x=-1)

f) D= R’\{ﬂ} f(m}

3
13. z+2
14. kolejno w wierszach: —ul_!—, odzie r > —1;
g, gdzie z > —2; .r+3 gdzie z > 3

i o) o ~yrdype
h} £ ?E _%?L € ?‘: _ly~ £ 71_ %y' 3::1”

R -—Ey r~-|i—,r

LK wyrazen wymiernych

MD R\u}ﬂu—z_

[€]1. a) D =R\ {-3,3}. 5=
b} Die= R\{—J,U}. 252 .8r-10

z{x42)
& ! . y Gpd g Dp 10
: Y o = ¢c) D=R\{-41}, Eg-:.-u}zfi 111
f i f _ N Sy
':"I | . ! e d) D = R\ {-3,3}, _:;%
o[ 1 ~ e) D=R\{-1,0,1}, =5
]‘D R\{D 3} ffﬂf}-—-3 f]D R\{ L l} (x= 1r:.r+1}!
T R VT YI 2. a) D=R\ {-3,0}, .ri.rHJ
e h}fJ_R\{E} 1.2 'i.r
RAERES RN Q) D=R\{~1,~1 }, Rz ey
i "__172
Ha 0 1 Eo :X= d) D =R\ {-24}, _{.z:—a{::l{x+2I
d) D R\{ ;} flz) =2 | e) D=R\{-4.4}, =% =%
- x)= 2% "
ERER AN f) D =R\ {-1,0}, -5
- X b) D = R\ {—1 1} r_”!m

&) D=R\{0.1}, J(x)

d}D R\{—aﬂa} e

T—25

¢) D=R\{0,1}, Z2=D)

o{x—1)

f) D=R\{-1.0.1}, A=

a{dx=—1)

@)1. a) D =R\ {-2,3}, %

b) D =R\ {1,4}, =5

2 ;
¢) D=R\{-1,1}, 2o Jsil
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8.

¢) D =R\{-5;3}, =y
— 28x—12
f) D=R\{-6,6}, =12

. a) D=R\{-1,1}, £=p-12

b) D=R\{-2,2}, o5

¢) D=R\ {1}, ﬁf

d) D =R\ {-2}, T¢

e) D=R\{-1,0}, =t
f) D=R\{-1,0,1}, Z11
a) D=R\ {-2,2}, ;‘Et_‘

b) D =R\ {-6,0}, 2gtaedd

—r24 1324
c) D=R\{—%,%}1 -
d) L?=R\{%}, 5z2—-7x-5

{3x—1)

. a) D=R\ {3}, —x;{j;xﬂai—m‘ 1

22413218 24
2(x2-18) * T

b) D =R\ {-4,4},

L B, o R Ry
1 Ri-He! R, T1 -+ Ha
_ Poxr? _ 2P _

) h=25d)r= {3

_ mg-F a2 F
E} R = mw f] W= g
wWrR
g) M = ERTE

| A R Mm
h) r= WRIiGMm

okoto 10.59 em

3.7. Rownania wymierne

[€]1.

a)r=3 b)z=-4 ¢c)zx=-4
d)z=-2 e) x =4 f) sprzeczne

. a) 2 = —3 b) sprzeczne ¢) r = —1

dz=4 ez=3 flz=—
a) =1 bh)zx=2

=2 d)z=-{
a)e=-l,z=1 b)z=-3
c)z=—4,z=4 d)z=-6
a)z=-1 b)z=3
le=-—6z=1 d)g=-3;£=1
E}.’I‘.‘=-—-%,$=3 flz=-3,z=1
glr=—4,2=0 h)xz=-3
a)r=-8 b)r=-—
¢) z=4 d)z=—3

1
z

1
1

.8l x=—8 blz=8§ cjx=2d)s=0

e)z=—1 fle=1,2=2

10.

11.
12.

) p=—b2=3 b)xr=3 cjz=-3

djp =3 e}la=1

f) brak pierwiastkéw catkowitych
a)z=-55 b)ja=-6 ¢cjzeR\ {1}
d) x = _%r = ii-zié
e)x=2,2=3 fla=-8

nie ma rozwiazania: I; maja nieskonczenie
wiele rozwigzan: 11, 111, IV

.a) 1 b)0 ¢) nieskonczenie wiele d) 2

e) nieskornczenie wiele f) 1
a)2=0,2=985 bjr==2,2=4
g)r=3 diz=-—3 ¢ 3=0

f) x=-8,2=0

g) o= —2, 2 =—1 h)xz=14

; / 3
i) a_.z_l_%!$=_1+.\rg_2_|w=u
a)z=0z=3

_ =3-30 . _ -3430
b)r = —F=. 2= —3

c) sprzeczne d) x =0, 2 =T e)x =2
fle=% glez=-12 h)a= -1

a) P1(—1.0), P:(3,4)

b) Pi(—1,0), P(2,6)

c) Pi(—1,0), Pz(5,3)

a) A(—2,-2), B(2,-2), C(2,2),
D(-2,2), P=16

b) A(—v3,~V3), B(V3,~V3),
C(v3,V3), D(—V3,V3), P =12

a)r=-3,y=—1llubzxr=1,4y=3
bja=-2,y=1lubz=3,y=—-4
¢)r=—4,y=-3lwbz=-2, y=1
Pi(—1,-2), P(1,2), P3(2,1)
a)r=—-3,y=3lubzr=-1,y=-1
luba=0,y=0
b)r=—-3,y=3lubz=3,y=3
lubz=—-1,y=1lubz=1,y=1

3.8. NierownosSci wymierne

[€] 1.

a) z € (0;2) b)xze (—2;0)

¢) z € (—3:0) d)z € (—o0; —2)U(0; 00)

. a) f(z) >2dlaz € (0;1),

flx) =2 -2dlax € (—oc; —1) U (0; o¢)
b) flz) > 2 dla x € (—3;0),
f(z) =2 -2 dlax € (—o0;0) U (3; o0)
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6. a) z € (0;1) b)ze (0;1) U

¢c) f(z) > 2 dla z € (5;00),

f(z) = -2 dla z € (—o0;4) U (5; 00)

a) r € (2;5) b)x e (4;19)

¢) z € (—o0;33) U (4; )

d) x € (—o0; ZJU{E;mJ

e) TE{--

f) 2 € (—o0;—1)

g) z € (—oo;—4) U (—3;00)

h) x € (—o0; —3) U (5; )

a) x € (—o0;1) U(%;3)

b) z € (—00;—4) U (—;-2)
.';LE( }U(? 3)

d}mE{—l:l—vﬁ}U[l:l+\/§}

e} x € (—3; —%} U(—2;0) U (4; 0c)

f) x € (—o0;—1—V2) U (=1;0)U

U(=1+v2;1)

. a) ¢ € (—o0; —1) U (—3;00)

b)x € (-T7;3)

c) & € (—o0; —T)U (—F
d) z € (—o0; 2) U(2; Do]
e)x e (- m——}u{ﬂ 00)

f) @ € (—oc; ]L.I(.?.'oo}

glre (- m'iju(lﬂ o)

h)z € (-3 —F)

a) ¢ € (—2;00)

b) xz € (—oo; —1) U (0; oc)

) € (~kioc) ) € (0;00)
e) r € (—3;—1) f) sprzeczny

a) x € (—o0;0) U(1;3)

b) x € (0;1) U (2; 00)

a) x € (—oo;—6) U (—2; —1)

b) z € (—1;0) U {1;00)

e) ¥ € (—o0;2) U(3;4)

a) z € (—2;—1) U (0;1)

b) xz € (—oo; 0) U (1;2) U (3; o0)
(3;4)

;00)

7. a) z € (3;4) U (5; c0)

b) z € (—o0; —5) U (—%;—3) U (—2; 00)
¢) z € (- 1u}u{'ﬂ—(,z+v’§}

d) z € (-2 }u{l o)
e) x € { "'}U{l_c:cj
f) z€(-3-3v2-3)u(-3+3v2;3)
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8.

10.

11.

a) AU B = (—o0; —3) U (—2;00),

ANB=(-1;2), A\ B=(-2,-1)

b) AU B = (—o00;2) U (3;5),
ANB=(-0c1), A\B=10

¢) AUB=(—oo;—-1)U(-3
U(0;00), AN B = [2,90},

A\ B = (—o0; =1)U (0; )

a) ¥ € (—oo;—1) U (2;c0)

b}:.':E(-—%;ﬂ}

c) x € {0} U(3:00)

d) z € (—o0;—4) U {1;4) U (5; 20)

e) x € (- m,—:}u{ 4;0) L (0;4)

f) ze(-2-X2)u (- lﬂ}u{-‘iﬂ o)
g) x € (—o0; ——}u{ 2. -2) U (0; ¢)

h) z € (—oo; —1) U (0; l}

i) x€(—2;0)U(2;3)

a) x € (—o0; —3) U (—2;-2)

b) 2 € (=2; 2) U (4; 00)

) x € (—o0;2 — 2v/2) U(—1;3)U

U (2 + 2v2; o0)

d) & € (—o0; —2) U (2; 00)

e) e (—m; ‘3]§ﬁ> U (——;:; ;E-ilf-}ﬁ> U

U(-;-;DG

f) z€(—o0; 1)U (200

g) z € (—o0; —2) U(—2; —1) U (0; 00)

h) x € (—1;0) U (1; o)

a) x € (—oo;0) U (1;2) U {4; 00)

b) x € (—o0; —T) U {—5; —4) U (—1;00)

e) z € {1;2) U (3;4)

d) z € (—oo0;—5) U (—3; —2) U {0; o0)

_.,E_j_}u

3.9. Dziedzina funkeji. Funkcje wymierne

[€]1. a) (8;0¢) b) (—o0;3)

¢) (—o0:0) d) (0;00)

e) (200) f) (~2;20)

g) (1;6) h) (—6;0) U (0;3)

i) (—2;2) U (2:4)

a) D=(-2;2) U (2;00), nie ma

b) D = (—o0; —v2) U (—V2;0). f(0) =0
¢) D =(~21), f(1) =0

d) 2 = (3;0¢), nie ma

e) D =R\ {0}, nie ma

£) D={1}, f(1)=0



5

e

o

o

@)1

a) D =R, f(~4) = f(4) =0

b) D =R\ {-5,5},

nie ma miejsc zerowych

¢} B=RX{-3,3}, flo)=10

a) R\ {~v2,v2}

b) R\ {-2,2}

¢) R\ {—3.0}

d)R e) R\ {0.1}

f) R\ {-3 - 15,—1,—-3 4 +/15}
a), ¢), d) nie b) tak

a) f(z) + g(x) = 255, D =R\ {0,4}
b) f(a) +g(z) = 2%, D=R\{-1,1}
a) f(z) - g(x) = 5555,

Dyg =R\ {-2,—-1}
flz) _ {z—2){z+1) D.{. = R\ {_2 —l}

alz) = 2z+2)?
s 12

b) f(z) - g(2) = 25

Djo=R\{-2,2}

8= Dy =R\ {-2,3,2}

¢) f(z)-g(z) = (22 — n(x—a}.
Diz=1R\ {—3,—%};

flzy _ (2a-1)2e41)2
glx) —  (z-3){x4-3)F

Dy =R\{-3,-},3)

d] f{rj glz) = (x4} {x?—dx45)

3{_].4 1} 1
Dyy =R\ {~1,0}
fizy _ (z2-d){z+1)

gli) rlzi—dz+5) ”;5— =R\ {-1,0}
a) D=R\{-1},2=1

b) D = R\ {—3,3}, nie ma miejsc
zerowych

¢) D=R\{-
d) D=R\ {0,

bihe=-Lo=}
Ly, =5

2

~a) D=R\{=1,2}; hiz)=0dlaz = %

hiz) 20dlaz e (—1;
b) D =R\ {-1,1},
h(z) =0dlaz=—2,
h(z) 20 dlax e (—o0;—2)U(—3:1)

¢) D =R\ {-2, 3}, nie ma miejsc
zerowych,

h(z) 2 0 dlax € (—o0; —2) U(3;00)

d) D=R\{-2,2}, h(z) =0 dlax =1,
h(z) =2 0dlaxe (-2;1) U(2;00)

3) U (2 00)

4. a) np.y = —=

3.a) f(z) >g(z)dlaz e (1;2)

fla)-g(z) <0dlaze (0;1)U(1;2)
b) f(z) > g(a) dla x € (2;3) U (4; 00)
fla)-glz) <0dlaz e (3:2)U (43

—18 ~12
b) np. ¥ = =rHE=T
— 36

- (z=1}{z=2)r=3)

¢) np. y

5. a) ke (—2;2) b) ke (0:4) ¢) ke (0;4)
6. a) D; =R\ {—1},

[ rodnie w (—o0; =2} U (0; o0),

[ maleje w (—2;—1) i w (—1;0),
flz) < —3dlaz e (
D, =R\ {-3,1},

g rosnie w: {—oo; —3), (=3;1), (1;00),
glz) < —3dlaz e (-3;0) U (1;00)

b) liczba rozwiazan rownania flx) = m:
0dlame (-3:1),

| dla m € {—3,1},

2dlam e (—o0;—=3) U (1;00);

liczba rozwiazain réwnania g(x) = m:

1 dla m = —3,

2dlam e R\ {-3}

a) Dy =R\ {0,2}, f(z) = =
Dy =R\ {0}, g(z) = 22,

Dn =R\ {0}, h(z) = =2

b)z e R\ {0,2} ¢)a € (—oc;—2)

. a)0dlame (1;4),

ldlam=1,

2 dlam e (—oc; 1)U (4;00)

b) 0 dla m € (—4; —1) U (1;4),

1 dlame {-1,1},

2 dlam € (—co;—4) U (=1;1) U (4; 00)

3.10. Rownania i nierdwnosci z wartoscia

bezwzgledna (1)

ca)e=1r=1 D) e=-1, o=}
¢Jaz=-15,z=3 d)z=2lubr=5
.a)rx=0,z=6 b)z=1,z=3
Jr=—12=0d2z2=-52=0

ca)ze(l; 1) b)ze (—oo;—3)U(Z:00)

¢)a€(—6;2) d)yxe (-2;2)
e) & € (—oc; —1) U (5; 00)

fyze (- 15~24} g) z € (—2;10)
?) U (3500)
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@1l a)z=-2,z=3 b)z=1,z=2
c}m=~5,m=%d]ﬂ=—%,£=%
e]m:—% fla=5802=10
glr=-2, =2
h};r:=-—2.m=-—ﬁ,:.::=ﬁ,r=?

2.a)z=—-3,2=3% blz=-3 2=-
C) o=4, 5= Sd]1—11—3

3. a) x € (- r;;*,l] b)z € (—35i5)

c) x € (—9;,-3)

d) z € (—o0;—3) U (—Fio0)

e) x € (—oo;—3) U (12; 00)

f) z € (—o05 3¢) U (3:0)

g) xR\ {2} h)o=1
4. a) r € {-3;-2) U (1;2)

b)z € (-3 -3 U (23)

¢) z€(-2-3)U(52) d)ze(-L1)
5. a) x € (0;6)

b)z € (—o0;—3) U (F;00)

¢) x € (—oo; —3) U (5; o)

d)ze(—2:0) e)ze(5:%) flzeR
6. a) z € (28) b)x € (—o0;—T) U (3;00)

¢) x € (—oo; — YU (-1 00)

d) x € (—o0; —4) U (6; 00)

3.11. Réwnania i nieréwnoéei z wartoscia
bezwzgledng (2)

[€]1. a)z=-1 b)ax=15 c)z=5

d)r=2 e)z€(—2;00) f)a=10
2. a) x € (—o0; 1) byawe (-9-1)
c) z € (0;00) d) & € (—o0;0)
e]xe{%;%) flreR
.a)z=-1,z=4 b))z € (2;00)
c) x €{2;0x) d) x € {0;x)

4. a)z€(-1;3) b)z € (—oo;3)U(L;00

¢) x € {(—4;0) U (6; 00)

d)x € (—oo; —=3) U (3;7)
5. a) x € (—oo;1) b)zeR

e)xz=1 d) ze€{-1;1)
6. a) 32 b) 4

@l a)xz=—3 b)z=-6,2=1 c)a=3

d) z € (—3;0) e) z € (—2;2)
f) x=-8,z2=10
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b=

2.8)x=—588=—12=>5
bljz=-2,z=4 c)Jz=-T,z=5H
dyz=-T,2=%
3.a)x € (0;3) b)rxe(—o0;—1) cjxzeR
d)yze(—1:8) e)ze (—1:2)
f) sprzeczna

4. a) x € (—o0; —2) U (3;00)

b)x € .{2;.00}

5.a)z=-2,z=0,z=2

byr=—1,2 =1 ¢) sprzeczne
d)z==8z==lz="Tz=11
e)r=—3

fle=-3; 2=l 2=} a=3
6. a) x € (—=5;—-1)U(1;5)
b) z € (—o0;—1) U (1;00)
c) x € (—oo; —9) U (—=5;=3) U(1;00)
d) z € (—o0;0) U (1;00) €) x € (1;3)
f) @ € (—o0;—F)U{-3} U(Fio0)
T.a) x =0 b) z € (0;00)

Q) s=0,p=2%20=2

3.12. Rownania i nieréwnoéei z wartoseia
bezwzgledna (3)
€1 a)yz=-52=1 bjor=2L 0r=1
¢), d) sprzeczne
2.a)z=—l,z=—3 b)a=-1, =1
¢)x=-T,z=1 d}:r:=%

3. a]u:=?13-,;1:=4

4, a)ze(—-1;1)U(1;3)
b) z € (—oc; —9} U (5; co)
) 2 € {~1-3) U (-} 1)
d) x € (—oo;—1) U (2; )



Z]l. a)z=—-2 a=2
ba=—4 0=}
c) = :

h) z € R\ {3}

2. a) x € (—1;3)U(3;7)
b)z € R\ {2} e¢) sprzeczna
d) & € (—oo; —5) U (—1;00)
e) z € (—o0 ‘E)U{-s-'* )
f) z€ (—3i3) V(33
g) x € (—oo; 2) U (1;0¢)

h)yz e (- 0012}L.l|[ s 00)
i) € (—00; %) U (i)
3. a) z € (—o0; T)
b)ze (—5-1)U(-1;3) cJe=1
d) @ € (—oc —1]|U{ 1; 0)
e) x € (—o0; ) U {2;00)

f) z e (- DGT—?J:]U{“:} 1) U (1;00)
g) z € (—1;2) U(2;00)
h) 2 € (—oo; —33) U (—75:4) U (4: 00)
i) € (—o0;—F)U({—2:4) U(4:0)

4a)z=1 =1
h}m:—l.m:—l—i—v‘r‘j
) e=8

5. a) x € (0;1) U (1;00)
b)z € (-2;,—3)
¢) x € (—o0;0)
d)r=-2,2=2
e) € (—00;—3) U (3;0)
f) z € (—oc; —4) U (—3;0)
U (4;00)

Gl } L4} Ly B L

Ju(0:3)u

0

8.

i

Fi

5=
-

15 “,_....__-_n.-ql

=5

3.13. Wyrazenia wymierne — zastosowania (1)

[€]1.

2.

-a) 7 b) 2

a) 12 b)9il12

a) {:uklcrkl A — 16 zl/kg,
cukierki B — 20 zl/kg b) 8,50 zl/ke
3

a) mama - 48 lat, tata - 54 lata

b) za 11 lat

a) o 40 em lub o 96 cm
b) 0 72 cm lub o 1080 cm
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4. 3 h 45 min
5. 24 dni
6. 7h 12 min

3.14. Wyrazenia wymierne — zastosowania (2)
1. a) 60 km/h, 80 km/h
b) 90 km/h, 60 km/h

2. a) 120 km/h, 90 km/h
b) 90 km/h, 80 km/h

60 km/h

12 km/h, 18 km/h

32 km/h, 12 km/h

15 km/h, 20 km/h

a) 50 km/h b) 60 km/h
a) 120 km/h

[~]

S o B

3.15. Zagadnienia uzupelniajace

l.a}r;éylr;é—v;r—y%
}T%yly%ﬂ.T -1
}a"?éy?lt _%

2.a)a#bia# —ba+b1

* a b

b)a#b a#-bib#0, == 2

3. a) x#01iy+# -3, u%i
b)a #0iy# 3, ety
c)m#ﬂ,y#{]m.#iy,iz.y
dz#y.c#—yir# -2y —s(@+2y)
e) z # —y, (x—y)°
£) 2 #yia#—y, 2L

4. H}{L?éylﬂ_,;é—y, _rﬂz.;,yi
b)a#yia#—y Sl
}1?5[}1?;?5[}:%?'
d]a‘%ﬂly#[}ﬂ%%}y—
e)r#yixz#-—y,l
f) v+ 22 i ys# -2z, ﬁ‘ééf—;

5. a }a#ﬂ,b#ﬂ.a#bla%—b,ﬁ
b)a#0,a#1ib#0, —2

6. a) me (0;2) b)yme (—3;1)
¢) m € (—1;0)

d) nie ma takich m

B 352 Cdpowiedzi do dwiczen | zadar, str. 166172

7. a) k € (~200U(0;2) b)k € (— ;—*’.—f)
c) k € (—oo;—1)U (£;7—2vT)U
U(T + 2vT;00) d) k € (2:6)

8. a)a€ (—oo;—%) b)ae(—o0;i—3)

9. b)d=/2[a|] c)ja=8

10.:a)m=7,P=20 b) P=6
1l.a)y=—-2+2 P=2
12. a) 0 b) 4 ¢c) 2
13. 0 dla r € (0; V2),
ldlar= vﬂl-,
2 dla r € (V2;3v2),
3 dlar = 32,
4 dla r € (3v/2; 00)
14. a) pe {—3,-2,2,3}
b) p € {-6,—1,1,6}

Zestaw powtorzeniowy I
lL.a=6 a) P.Q
b) z € (—o0; —2) U (0; 00)
c) a‘E{—m;D)LJ{%;m
2.:a) D; =R\ A0}, x=0;3=1
b) D, =R\ {0}, £ =0, y = —2
gy Dy=R\{d}lz=4,3=0
d) D; =R\ {-2};2=-2,y=0
3. a) Dy =R\ {0}, f(Dy) =R\ {0},
Dy =R\ {1}, g(Dg) =R\ {0},
D =R\ {1}, h(Dy) =R\ {1}
b) Dy =R\ {0}, f(Dy) =R\ {0},
Dy =R\ {1}, g(Dy) = R\ {0},
Dy =R\ {=1}; h(Dp) =R\ {-1}
¢) Dy =R\ {0}, f(Dys) =R\ {0},
D =R\ {-2}, g(D,) = R\ {0},
Dn =R\ {=2}, k(D) =R\ {3}
4. a} [-3,3] b) [4,1] <) [1,1]
5. a) g(z) = “_E—I—ih}q{:rj ——= -3
6. ]b— 2“ h} ‘"RL c)a= Ll

. ‘:H f[}
f} ] = -

7.a) D=R\ {-1},z—1
b) D=R)\ {0,3}, &2
c) D=R\{- ?uz} ”d
d) D=R\{-5}, ——=

-5 +25



8.a)z=-6 b)z=2 c)ax=0

d) 2 =0 e)sprzeczne f) 2 = 3
glz=-2,2=4 h)zg=3 i)a=—-3
9.a)x=2 h];r_-lt:]:c l
djz=-3,z=0 e)=x 6
flz=4 g)x= -"2:,.
h)yz=0i)xz=0

10. a) z prosta y = 2: (£,2);
z prostg y =z (1,1), (—2,-2)
b) z prosta y = 2: (—3%.2);
z prosta y = & — brak
c) z prosta y = 2: (é,?} z prosta y = x

vy i) 5
( L4vE 1?5)‘( 1; lzvﬁ)
d) z prosta y = 2: (— %‘,2'!;
# prosta y = x — brak
1. a)l-f,z=0;1-g,z=4%

b)jglz)=zdlaz=1, =41

flz)=—azdlaz=-3,xr=0
12. a) z € (~1;0) U (0:1) b) z € (—2;0)
13. a) sprzeczne b) 2 = —1, 2 =3

c) @ =0 d) sprzeczne

e)x=— T,u:=ﬁ

f) x=—2 x=2

Zestaw powtérzeniowy 11
1. a) z € (—oc;3) U (B;00) b) x € (—6;-2)
c) & € (—oo;—1)U (T;00) d) x € (0;1)
e) z e (—oo:—=1)U(0;1) £) z € (0;00)
2. a) z € (—o0; 3)
b) & € (—o0; —1) U (1; 00)
¢} € (—oc;—2)U (0;4)
d) z € (—2; %}l U (2; 00)
e) x € (—o0;—=2)U(—1;0) U (3;00)
f) @ € (—3;-2)
3.a) x€(—3:3) b)x e (-T;1) U(5;00)
c) x € (—oo; —2) U (—3;0) U (2, 00)
4. a) AUB = (—oc; 1) U {(2;00),

ANB=(=2;0)U(4;,00), A\ B = (2;4)
b) AUB=R, ANB = (—oc; —2)U(0; 1),
A\B=(-2,-1)
5.a)z=-5b)re(lix) c)z=0,z=2
d)az=—-3,2=2 e)x=—1 f) sprzeczne

6.2)1,2 b)2,3,5,6 ¢)1,2,3,4,5

7.

10.
11.

12.
13.

14.

a) m € (0;2) U (2;0c)
b)me (0;1)U(1;00)
c) m € (—2;00)
a) Odlam =0
2dlam e R\ {0}
b) 0 dlam e {-1,1}.
| dlam e R\ {—1,1}
c)2dlameR
a) Dr —R\{ 1,1}
H : Y.h

b) Dy =R\ {-1,1}

— ol T
c) Uf =R \ {ﬂ}
i

y= ;ﬁ +2 a) [-1,-3] b) [2,—5]
a) f(z) =g(x)dlaz=—1,2=1
flz) = g(x) dla z € (—oc; —1) U (0;1)
b) flz) =g(z) dlaxz = -1,z =1;
flz) = gla) dla x € (—=1;0) LU (0:1)
c) fl(z) =g(z) dlax =2;

flz) 2 g(x) dlaxz € (1;2)

4) f(z) = g(a) dla z = —1;

f(z) = g(z) dla z € (—o0; —1) U (0;1)

a)z=-2,2=2 b)z=4

a) f(z) = g(x) dla = = 3;
f(z) 2 g(x) dla z € (—00;2) U (3; 0)
b) réwnanie sprzeczne;
f(x) =2 g(z) dla z € (—o0; —3) U (—3; 00)

= =1
m=—z
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[€]1. a) 50 b) 3 ¢) 3vZ d) 4 e) 4 ) LT

I 354

15. m = — l ym= %

16. a) m € R\ {0} b) nie ma takich m
¢) me (0;1) d) me (—6;2)

17. a) réwnolegle dla m = ll
prostopadle dla m = —1
b) nigdy nie sa réwnolegle,
prostopadle dla m =0 i dla m = 2

18. a) m =0 b)me (-2;2)
¢) me (1—2v2;1+2V2)

Zadania testowe

1.C 2D 3.A 4.B 5.C 6.A 7.D 8C

Przed obowiazkowa maturg z matematyki
.a=1,b=-5

3
x==2, =3

1
2
3
4. a)b=2; f(6)=3 b)a= -2
6
T

» =

3 & =0
.t=T,r,J‘;=-[]'.f=‘Ehf-Iamm

. 80 km/h

Przed matura z matematyki
na poziomie rozszerzonym

203 (291)

618 (z1 = =LL¥B)

283 (xo = 1)

166 (& = 1)

m € (2;4)

(2;3) U (4:00)

—v3) U (v/3;00)

x € (—4;—1) U (2;00)
":':!}"héf

m € (0o;

P?“?“F‘F“*F‘P‘!‘"!"

4.1. Trojkaty prostokatne

|‘\-Il

2. a) =35 b) x=+106
3. a), ¢), d) jest b) nie jest
4. b) 12(2+ v/2) em

5. b) 12v/3 em

Odpowiedzi do dwiczen | zadan, str. 174-186

on

10.
11.
12.
13.

14.
15.
16.

17.
18.

.a)9

. 2443

=i o o

a) 2(V2+1) b) 6(v2+2) c) 8(vV2+ 1)
a) 3v2+ V6 b) 2(vV3+3) ¢) 3(V3+1)
b) & +6v2

a) r = 22, y =4

b)x = 4(V3 —1), y =4v2

a) 5(3+2v3) cm b) 3(3+ v2+v3) cm
321, 3v/39

a) 2(3v2+4) b) 2(vV3+3) ¢) 2v3+3
a) 12 em b) 80 cm

x/ﬁ cm, 2 cm, 2\,’53 cm

4,5(2 4+ 2)

24(2v/3 — 3)

3(v6 + 3v2)

a) 2(5+ 3v35) b) 2(4 +V13)

a) VT3 cm, 213 em

b) 37 em, 3v/13 em

a) 5cm, 12 cm b) 4,8 em

8cmi 10 em

Suma pdl ksiezyedw jest réwna 60 cm?
i rdwna sig polu trojkata.

2) S(VZ—1) b) 4(1+32)

a) 7,24, 25 b) 20, 21, 29

c) 12, 35, 37 d) 5, 12, 13

4.2. Funkcje trygﬂnumetr}'czne kata ostrego

[€])2.

. a) SiIlﬂ=CﬂE,ﬂ3= %.cma:sin;i= Z,

sin 60" = ﬁ cos60° =

tg 60° = 1/5 ctg 60° = }iﬁ

a) sina = cos 3 = ; 2, cosa =sin 3 = }—f:.
tga=ctgf =3, ctga=tgf=2
h}hm(r:{md_ 1.,c(mcr—hln3’ %
tga=clgd =&, clga=tgf=2

= 1
¢) sina=cos 3 = 3,
cosa = 8in 3 = '—‘;—"*

tga=ctgd= -‘-4-2- ctga =tg 3 =22
4

tga =ctg 3 =* ctgn:tgﬁ—i

.|.|r..h

t! —_— _ — — 24
b) sinar = cos 3 = 55 cos =sin ff = 5=

24
7

]

tga=ctgd = _Z— ctga=tgd=



[s1p 3

1. ¢) siney = cos 3 = 'Jl.:._
—L 1417
cosa = sin [f = o
tga=ctg 3 = _l_ ctga=tgd=4

d) sina = cos I = 1,

cosa = sin 3 = 341——5,
tgﬂ—[tgﬁ’—@,ﬂgu—tg =15
¢) sina = crmd=-“f.;—?‘.

cosa = sin [ = ‘sz
tga=ctgB =3, ctga=tgf =

f) sinov = cos 3 = *5—51

cosa = sin § = -\;ﬁ,

tea=ctgd = -‘E ctgar =tg [ =2

3. sina=cos3 = Tf cosa = sin §F = zf,
Lgn:t:tgﬁ_% ctea=tgd =2
4. a) 10, 24
b Siﬂ(‘t‘=(.‘05,3=i.(‘ﬂﬂﬂ_‘:]n,ﬂj_—z
13 3
tgm;:w:tg;ff:['—E"fz,lr:’rj_'e;,q:nr—tg,.jl'—%Lr
5. sina =cos 3 = "E,
cosa = sin 3 = 51-“1'-?,
tga = ctg/ =-§- ctga=tgf=3
6. sina=cos 3 = = ey Eﬁﬂ—bllld—%+
tgn:ctg,‘i——j ctga=tgf = %
. 5,89 5
7. a) sine = s cosn——‘t-— tga = 3,

{-.Lgn—-:- b) sin 3= N2 cos g = N2
ctg’j—l—

8. a) BDi DF b) DO ¢) BC d) AB

4.3. Trygonometria — zastosowania

a) okolo 8 m b) okolo 9,72 m

2. a) okolo 19,96 m b) okolo 26,43 m
. a) okoto 58" b) okolo 77"

. okolo 18,79 m

-]

okoto 95 em

okolo 12.62 m

okoto 21,42 m

a) okolo 507 b) okolo 64°

a) okolo 12,59 m b) okolo 8,81 m
okoto 197 m

okolo 34.33 km

N

29 &8 1

10.
11.

okolo 248448 m
okoto 91,53 m

a) okolo 17,17 m lub 64,84 m
b) okolo 89,88 m

4.4. Rozwigzywanie trojkatow prostokatnych

[€]1. a)

)1

. a) 3°36° b) 2'24"

V19 em; okolo 26", okolo 64°

b) V194 em: okolo 217, okolo 69°

¢) 537; okoto 9,03 em, okolo 11,98 em
d) 36"; okolo 5,81 cm, okolo 9,89 em
c) O

d) 712" e) 25'12"

. a) |CD| ~ 6,47; 27°30/, 35°, 117°30
h] |C:D| ~ ?1[}51 35C! okolo 1261'\-? okolo 19°
a) ¥BCD = 106°1750",

¥DBC = 27°28'35", ¥BDC = 46°13'35"
b) ¥PAB = 907, $ABP = 36°51'5",
¥BPA = 53°8'55"

a) 2+/13 em, okoto 34°, okolo 56°

b) 54/2 em, okolo 8, okolo 82°

¢) 2¢/41 em, okoto 39°, okoto 51°

a) 3= 56", b~809, ¢~ 10,73

b) a = 24", a = 4,07, b~ 9,14

4. Ob= 14,39, P =~ 7,69
5. a) okolo 75730/, okoto 104730

6. |AB| ~ 20,88, |AD| &~ 8,09, ¥DC A

10.

11.
12,

b) okoto 53°

¢) okolo 677, okolo 113°

~= 28°
a) 90°, okolo 53°, okolo 108°30',
okolo 108730’

b) okolo 42°, okolo 138°

okoto 75730, okolo 104°30

lub okolo 417, okolo 139°

katy: 60°, okolo 147, okolo 1067,

boki: 12, 3, 3v/13; |[ED| = 23

okoto 18730', okolo 18730/, okolo 143°;
ﬁvﬁ cm, 2\#’5 cIt, 2\.»"':} cIm

okoto 327

a) Db:a{l%—xﬁ—i—xﬁﬁ],

katy: okolo 35", okolo 55°

b) Ob = 2(2+ vZ + V),

katy: okolo 35, okolo 55
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4.5. Zwigzki miedzy fu_n],:njami 9. a) sina = Iﬁ?, coS o = -}g— tgn =7
| tr}rgunﬁmetrycznyml By i = %~ sa= 1 wa=1
[€]2. a) cosa =3, tga =5, ctga =3 . ¢) sina = &, cosa = gg,tgﬂ——%
b)sina = 33, tga = %- CBA=F 15 a) 048 b) 0.2 lub 0,2
c) sina = Y2, tga = /15, ctga = Y2 ¢) —0,296 lub 0,296
d) cosax = lf—g,tgu-— hh‘ctgav 12+/2 -
) . 4.6. Funkcje trygonometryczne
3. a) sina = 3{—- Lmrx—v%:,clg{x— 3 ks wiptiklogo
h}sim:v=-";ﬁ mr‘x—-“;—‘,:tgﬂ—ﬁ .l a) 45°, np. (1,1) b) 90°, np. (0, 1)
c) sina=% msa=§—g, rlgn—i—u ¢) 135°, np. (=1,1)
d)sina = ¥, cosa = ¢, tga = 2. a) |OP| =5,sina= 2, cosa = £,
4. a) ct)ﬁcr=§,tgn=l‘5’£’ {tgrj—fg—ﬁ tga =3, ctga =3
b) cosa = 4L, tga = ¥, ctga = Y1 b) |OP| =10, sina = 2, cosa = £,
c) 5i11a=3-‘§§._ tga =2, ctga = 3 tga= 3, ctga =2
d]sinn:f-g, t.gcr:-’f;- gnui'ﬂ_l c) |OP| =2, sina = %, m5ﬂ=-‘f§‘:,
5. a) sing = %, cosa = =, tga "’T@T, tgo = % ctga =3
ctga = 3:;?—1 3. a) sina = %, cCosStx = —%, tga = —%-
h}silux:li@,crma:%.tgn:ﬂ? ctgar = —3 b) qma—%,
ct.ga-z‘fT'T cesu:—ji[—T tga = —3, ctgn-——%
¢) sina = E'_QE cosa =22 tgq=2 4. a) sin0° =0, cos0° = L tg0" =0
ctga =3 b) :a.'.in QF]" =1, cos Q{]‘ = 0, ctg 90" =0
¢) sin 180° = 0, cos 180" = —1, tg 180° = 0
(Z]1. a) sina = £, tga = 3, clga = 3 T 2»5 tgu 1
b) sin o = %—Ltg o = f—g,‘(:tg a=3 ctga = 2: sin(180° — a} e
c) cosa = 2 tga =42, ctga =2v2 cos(180°—a) = — 28 Lg[ISD”—r}) =
d)cosa =42 tga=22L ctga = L ctg(180° — a) =
e) sina = -?—.- tg o = E{F clga = jﬁl—q 6. a) sin 135° = § cos 1357 %,
f) sina = '5‘:',:_3, cosa = ‘E‘ 13 ,ctga = ; tg 135" = —1, Ltg 135" = —1
g) ﬁinm-:-i—;-,msa:%,ctgu:% b) sin 150 =__ cos 150° :Ig:
h]qina:%f_l.msa: 1';:11—1 tga:% tg 150" = -“-3- ctg 150" = —+/3
2. a) H:n ]23 8. E}Cﬂﬁzﬂ=i—g cosa = —3
3. a), d) tak b), c) nie b) cos”a = §, cosa = —F
4. a) 2v/5 em, 45 em c) cos’a = 2, cosa = — 42
b) 6113 cm, 9v/13 em 9. a) sin @ = 4, sina = 2
5. a), ¢), d) tak b) nie b) sin®a = 3, sina = %
6. a) -1 b) 2 ¢) sin®a = 1, *amﬂ—ﬂi:
7. a) m? b) 1 —2m? [Z)1. a) sin YAOP = WIT,
¢) 14 2myT—m?Z d) m+1T—m? cos LAOP = —¥IL tg YAOP = —4,
8. a) sina = L2, cosa = &2, ctga =2 ctg FAOP = —1
b) sina = -"{—— COS (v = -:‘;‘ﬂ— ctga = 2 b) sin $£A0Q = -\‘E—ﬁ, cos $£A0Q = —%ﬁ,
c) :-ﬁir.u::';:ﬁ’_E COS (¥ —":i—,ctgrl:l%g tg $A0Q = —3, ctg $A0Q = —
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[€] 1.

1. ¢) sin YAOR = 241

cos £AOR = ——"ﬁ,

tg LAOR = —3, ctg $AOR = —é‘l
8)/ o B) —x18

a] EVITE“@ h] -351,.-: P
a) V3 b) & ¢)3-2V3

a) =1 b) =3 ¢) —2v3 d) 22
e) -1 f) £(3+3)

= A8
] W 3'\- ]

g b

5.1

6. a) 0,9659 b) 0,2588 ¢) —0,6428

d) —0,9962 e) —0,7813 f) —0,3057
7. a) sin® o = i:fj sina = -‘f—i-i

tga = —+v15

b) sin’ a = 2 sina = ﬁi, tg o = —%-F;

¢) sin®a = 2, sina = 5%-?‘- tga = =2
8. a) cos®a = 5, cosa = —3-’3:2;

tga = —ﬂ

b) cos* o = &, cosa = *’%i

tga = g‘f

¢) cos’a = F.cosa=—% tga = —-\‘:?'—:—;
9. a) sina = i‘fﬂﬁ, Cos @ = _i;’éﬁ

b) sina = %, cosa = — 13

¢) sina = 35, cosa = — 35

Wspolezynnik kierunkowy prostej
1. a) 30° b) 60° c) 135°
2. a) 75° b) 105°

4.7. Pole trojkata
a) 12+/7 em? b) 8v/21 em?
2. a), b) 120 em* «¢) '—‘fi\,ﬁ em”
a) 3(2 + v2) em b) 112,5 em?
b) 75V3 em?
a) 1:? 3 cm? b) 3613 cm
a) 15 b) 30v/3 ¢) 3v2 d) 4,5
a) 12 em b) 6v2 cm ¢) 4¢3 em
a) ji‘fi b) 1632 cm?
a) 6v/3 cm? b) £/3 em?
c) %ﬁ 3 em?
3. a) 6(2v2+ V10) em
b) 30°, 307, 120°, Ob = 4(2v/3 + 3) em

Lol ol LI O

4. P =24 em?, Ob=4(v2+ 2V/5) em
5. a) 6v/2

13.

il

b) Py = 36(v/3 — 1), P: = 36(3 — \/3)

6, 6, 8
=5(2+V3), P=23
90°
a) 6, tak b) 4v/6, nie ¢) 12, tak

d) 3v/15, nie e) 36, tak f) 42, tak
3

4.8. Pole czworokata

(€] 1.

— :i-..fﬁ cm,

hi1 = 5v 3 cm. hs
P = 303 em?

. a) 48v/2 b) 48

b) 12,5 em?

6. a) P =120 em®, h = & em

=

il ol ol

10.
11.
13.
14.
15.

16.

E'-'-'E:“":"‘."h

b} P= 24\;’5 em?. h = 4v/2 em
a) P =817, Ob=2(8 + v21)
b) P = 21y/5, Ob = 28

¢) P =103, Ob = 2(5/3 + 4)
d) P = 18V5, Ob = 6(V6 + 2
a) 18 em® b) 1 em, 2 em

b) 154/2 cm?®

b) 8(\f§+ Jﬁ} cIm

a) 0,96 b) 9 em

sin o = -*S—g )
ctga =2
6(6 + v""_} C1l

320 5 (‘l'.['l

) 7v3 cm® b) 0.8
b) 21

161 m siatki, P, =
b) 30

12,5 cm, P = 24 cm?

24+/5 em?
katy: 607, 12[} ramiona: = 243 V@
podstawy: % {,1/-@ £ \r”-\/’_
10/34 = 58,3 [m|

188 m? , Ps =512 m?

4.9. Zagadnienia uzupelniajace

2.

b)a=v31+1,b=+31-1

Odpowiedzi do dwiczer i zadan, str, 202-214

367 I



Zestaw powtorzeniowy I 4. a) Ob=2(11 + 3\."'5] cm,

48 dy = 47 em. d2 = 2v/43 em

2. sina = i‘i.:—?, cos o = Eﬁz, tga = 2, b) Ob = 4'—[3 +V/3) em, di =229 em,
ctgu—; sm;i_g cos,."_i:—";—ﬁ, 372 4]+2G i yTD
tgf= 28, ctgf= };;:, 5. sin $PAD = ¥ cos $PAD = 220

a) 10, 24, 26 b) 4(V2+2) ¢) 16V7T % qlpﬂv?_: SgsaR =

4. a) sin 7 = cosy :—‘;ﬁﬁ, : L};é;m )
S8/ =sin7y =,}i{°’£! 8. a]l sina = ﬂ CoS @ = -‘ﬁ tga =4,
g =ctgy =73 c‘tgﬁ tgy =3 clga = —i b} sina = i‘”ﬁ COS (= —%:
b) sina = cos~y ='_2—‘1'3£? tga = —4, ctga = —1
‘7‘35ﬂ=-‘-‘i"’1'=%;_3: c) 5111::1—5;:—3 mscr——ﬁliaﬁ,
tga=ctgy =%, ctga =tgy =3 tega = —5, ctgoy = — 3
¢) sina = cos § = 1%, cosax = sin § = 1%, d) sina = &3 cosa = — "‘1;?
tga=clgf= 3, clga=tgf= 2 tga=—3, ctga = —3 -
d) sina = cos 7 = g, coscx=sn 3= % 10. a) WH b)0 ¢) 1— L d) ”Ja'zﬂ
tga=ctgd= %, ctga =tgld = % e) —% f) 1 g) 3 = \/— h) ‘%

5. a) cosa = 3%—1~ tgo = % 12. okoto 22651 em®, okoto 17543 em?®
clga = 3\/1—£ n B Zadania testowe
b)sina = Y&, tga =%, ctga=232 1.4 2.B 38.C 4D 5B 6.C 7.D

0 ] =
¢c) sina = X2 tga = /35, ctga = % 8.D 9.B

‘- :.52. Bgs =V Przed obowigzkowa maturg z matematyki
e) sina = &, cosa= 2, ctga =L L2
f) sina = 3%__@, cosa =¥ ctga = L 8
g) Sillﬂ—?ﬁ Lﬂbﬂ_:’{: tga = 2 Aiilel
B s Ejllﬁ 1I»-“'IT~;3 3. |AP| = 5,75, |BP| = 2,25
}ama._— g s = = 4 _2E
Ll ﬁ 5. (‘Jb; 28, sinay = =, cosa = 22
6. a) o = B3 =T0°, a = b=~ 639 cm, T.gn-z.l, ptgq:%ﬁ R
= 4,37 em .Im G R =
h}a=b—%:m,r—%un, 5
a= B 75, 7~ 30° X2
c) a=b=494 cm, ¢ = 7,56 cm, B. okolo 21.8 m

B = 40°, v = 100°

_ Przed matura z matematyki
7. a) okolo 329,26 m b) okolo 70°

na poziomie rogszerzonym

8. okolo 6,65 m 1. 031 (1 — \,1;}
9. a) okolo 43.6 m b) okolo 20 minut 2. 164 (_‘5'3T_?}
10. okolo 829 m 3. 382 ( @}
Zestaw powtorzeniowy IT 4. P=5,0b=75+4+ @
1. 6(3 + v3) em? 5. a) 18(2+ v/3) b) cos15° = Y842
2. 6 cm, ﬁv‘ﬁ ocm, 6\«”5 cm T S—‘*’?E_. E\fﬁ, ﬁ
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5.1. Okrag
[€]1. 45
2. 27 em, 7 em, 27 cm, &7 em
3. 16
L. 27 em
2. Eﬂ' cm
3. 36 cm
4. 80°
bot) &= —-9:0="T bja=—3;2=1
6. a) [(102|=1;0 b) |C10:z| =5; 1
c) |[0102]=3;1 d) |0102] =5;0
T.. 12, 12,24
8. 257 em., 657 em
Q. ra=lLre=4rc=3
10. 2, 3, 4
5.2. Kolo
1. a) 97 cm® b) 37 em
2. a) P=497 em®, r = T cm
b)ri=8cm, r2 =9 cm
3.a)30m b) I ¢) &n
4. 20°
5. a) 36(m—2) b) 12(2r—3v/3) ¢) 12(7—3)
2]2. dy = Fm,do = Zm, P =27, P =37

3. PL=21 —4V2, P> = 147 + 42

a)2r b) 2(r—1—3)

6.a)l =23+ 3m P=4r—33
b)l=4+x, P=4(r—2)
¢) l=2v2+m P=d(n—-2/2)

8. a) 9(v/3 - =) cm?

a) 27 +4v3 b) §7 ¢) 47+ 2)
b) %{271’ — 3v3) em?
¢) 6(27 — 3v/3) ecm?

5.3. Wzajemne polozenie okregu i prostej

2.
-
4.
5.

a) 2y/13 cm b) 12 cm

a) 28 em b) 5 em

a)2 b)3 ¢)1 d) 4

a) O dlar e (0;4), 1 dla r = 4,
2dlare (4;00)

b) 0 dla r € (0; %]I 1 dlar=
2dlare (3:00)

bal=

..a) ®=

c) 0 dlar € (0;1+ v2),
ldlar=1++v2 2dlare (l+v2;00)
a) 2/7 b) 5

—8Blubxz =28

b) # = —5v2 lub = 52

c) x=—5v3 lub xr = 53 d)xz=0

. 25 em

r+2R+V2rR

. P(—2,—v/21) lub P(-2,+/21)

lub P(2, —v/21) lub P(2,/21)

20

6. 3v/3 cm?
7. (64v/3 — =) em?

5.4. Katy w okregu

[€]1. a) 60° b) 240° ¢) 330°

2. a) 30" b) 60°

3. a) 165" b) 67,5" ¢) 51" d) 315"

6. a) o= G =60, v =30°
b) a =60, 3=~ =30°
c) a = 120°, 3 = 240°, v = 60°

T.a)a=0=T0,9=20" b)a=%=30",
B=40° ¢) a=v=25", 3=35

a) C'lub O b) F lub L
¢) G lub K d) C lub O

2. a) 30° b) 45° ¢) 112,5° d) 3,75°
3. a) =23, 8 =134
b)a=251°,8=102° ¢}ja=32°, 3=64"
4 8 o="T4.0=237
b) a = 113", 3 = 56°30
¢) a=172% g=236°
5. a) a=30", =35 b)a=60°,3=T0°
e) =507 g =40°

10.
11.

12.
13.

a) a=32" b)a=42" ¢) a =36

a) 48° b) 15°

a)x=9 b)ze=2v2 c)x =3
Bem, 12 cm

a)r=4, P= 4/15

b)r=2, P=18 ¢)r=213,P=2
a) 2, 14 b)sina = YL, a =~ 41°
10413
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5.5. Okrag opisany na tréjkacie

3. a) ?:—gﬁﬁ' em? b) h=9em, P =273 em?

.

9.

ol e

i o A

a) J—lj_:ﬂ cm b) 97 em

a) 10(1 + v/2) b) 2(5 + 2y/10)

48

a) 22 em b) 310 em lub V10 em

V3
=

G5y/h
E|

a) 24 cm” b) 8,125 ¢m
a)dcm b)5em ¢) 3(vV2—1) em

6 cm®

9
483

a) 5cm b) 2 em

a) 4v/10(v3 + v13) em
b) 4v/3(v13 + v10) cm
a) P=9 R=2D
b) P =126, R=2

(2,—11) Iub (2, —3) lub (2, —1)
lub (2,7)

85

L]

5.6. Okrag wpisany w trojkat

2.
3.

= A

Hoe e e

a) 637 b) 303

12\;’1_3?.‘ cm

a)1 b)3

a)2demi26cm b)6emi8em

12

a)4 b) 2 ¢)4 d) B

b) 15, 20, 25 ¢) r =5, P = 25x
d)ri=3,PAA=9;r:s =4, Po= 167
a) 3 b) &

. a) 2(3 4 2v/3), 2(3 + 2v3), 6(2 + V/3)

b) £v/3+ 16

a) 12¢/3 b) 4

a) 2(v3—1) b) 6m(v3—1)
24

a) 8 b) 4,87

15
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8.
9.

10.

%w em?
r =2 em, |OA| = |0B| = V6 ¢m,
|0C| = 3v/2 em

4(vV3+3),8(v3+1)

5.7. Okrag opisany na czworokacie

[€]3

4.

]

P v ke e

"

9.
10.

a) 120°, 135" b) 80°, 130" <) 30°, 60°
a) ¥4 = 120°, ¥B = 60°, «C' = 60°,
£ = 120°

b) €4 = 135°, £B = 90°, €C = 45°,
£ = 90°

a=3=36°,y=46= 144

a) 10 b) 5 cm

a) nie b), ¢) tak

a) 347 b) 768

a) 367 cm® b) 127 em?

a) 4(4 + +/5) cm b) ‘—%3 cm

a) 49 b) 7

a) 4~,/§ o, Eﬁ cm b) lﬁ]ﬁ cm, 12 em
4 {}ﬁ e, 24/3 em, Zﬁ cm, 2 \,ﬁ cr,

P = 473 em?

b) 12,5 em

Ob = 20/13, P = T8

2./

5.8. Okrag wpisany w czworokat

3.
5.

(2] 1.

10.

e B S

a) nie b). c) tak

a) 156 em?

b) Ob = 24 em, P = 24 em?

¢) Ob =40 em, P = 80 em”

a) ¢ =7 cm, P =215 em?
b)e=25em, h=1,5cm

80 cm?

2Av2 = 1) em, 2(vV2+ 1) em

a) P = 52,5, 0b =35 b) P = 63, Ob = 42
2(1+ v/3) em, %ﬂ
1,2 cm

a) 37 em® b) 32 em®
16,8 — 4w

b) 97 cm?

cm



5.9. Wielokaty foremne

[€]2.a)3 b)4 ¢)5 d)6 e) 7 £)8

g) 9 h) 10
4. a) 20m b) 483
2

2 i
5. a) &7 cm

b) 12 cm, 8/3 em
. a) 135° b) 144°
2.2)6 b)7 ¢) 9 d) 10 e) 11
3. a), b) &n

4. R=a
R | r | i
1 em | 2v/3 em | 24+/3 em?
6 cm 3v3 em 5443 em?
V12 em 2 V108 em | 16 cm?
8v3 em 12 em | 2883 em?

5. a) 9

6. AABC i AAHG: 22,5°, 135°, 22,5°
AACD i AAGF: 22,5°, 112,5°, 45°
AADE i AAFE: 22,5°, 90°, 67,5°

Wartodci funkeji trygonometrycznych
katow: 18°, 36°, 54°, 72°

1.

[} 18" 36°
sin o yb-1 @

-
[ ]
S &=
2 b2
=
il El]
3
Al

COS € _1?&_*
2v'5 =
tga 1-22 | v/5-2V56
ctge | /5425 14245
@ 54° 72°
Sin o 14-+/'5 104245

41
=

COS o
tga 14+ 25

h 2v' 5
ctg o 5—24/5 | — 24

5.10. Twierdzenie sinusdow

(€] 1.

a)y=T75,a~4,39 b= 5,38

b) v =45°, a = 4v/2, b~ 10,93

¢) 3=90°, a =643, ¢ = 7,66

d) a = 76°, b~ 4,81, c ~ 2,96

a) 3= 57,5°, vy~ 42,5°, c = 4,8
b) B =90°, v =60°, c = 33

¢) 3=~ 395 a=x 955, a= 14,08
d)y=44°, 0~ 76°, a = 5,6

a) B = 56,5°, B2 & 123,5°, 71 ~ 93,5°,
~a =2 26,5°, €1 =6, cg = 2,7

b) 81 == 62°, B2 = 118°, m == 73°,
2= 177, ¢1 = 10,8, 2 = 3.3

c) 5 = T4, B2 & 106°, 1 = 46°,
va =z 14°, €y &= 7,5, ca = 2,5

d) am21°, y= 114°, c = 2,6

. a) B=T5, v =45

h] .lrj = "159._‘ = ].-Sﬂ

2. a) -'“+ﬁ b) 6v/2

a) ¢~ 7,85, 3~ 48,5°, v~ 101,5°
lub ¢ = 2,48, 3 =~ 131,5°, v = 18,5°
b) ¢ & 12,63, 3 ~ 52°, v & 83’
lubes 1,55, =128, vy= T

¢) ax 959, ax49°, v~ T1°

lub a ~ 242, a ~ 11°, v ~ 109°

d) b= 10.7, a = 14,5°, = 155"
a) 2v2 b) 7

c) 5v2 d) 12

e) v3 f) 5.5

5. okolo 222 m

12.

a) a=5,18,¢e=10,v="15

b) a =~ 49, ¢= 6,7, 3 = 60"

¢) c = 22,83, § = 42°, v =~ 108°
lub c = 4,99, 8= 138°, 7= 12°

d) ¢ = 10,35, a = 143,5°, v = 16,5
e) b= 35, a~=42°, 3~ 28°

f) Taki tréjkat nie istnieje.
Informacja do zadania:

sin 15" = @ sin 75° = -‘i“i“—j
a) 3(3v2 + 2v3 + V6) = 30,47 [cm]
b) 3(2 4+ V2 + v6) = 17,59 [cm]

g) R
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5.11. Twierdzenie cosinuséw (1)

|E]3: a) c—@h} 74 + 35v/3
) b=+5 d) a= 29
4. a} v=1h" e=8= 15"
b) a = 30°, 3 =45, vy= 105"
Z]1. a) V7 b) V13 ¢), d) 2V/13
2. a) 8 b) 413

3. a) di = 27, d2 = 219 b) d; = 2V/2,

d2=2v10 ¢) d1 =19, d2 =T
d) di = 213, d2 = 2v37

4. a) 60° b) 135°
a) o = 307, 3 =907, v = 60°
b) &« = 30°, B = 45°, v = 105°

6. a) o~ 29°, B~ 46,5°, v = 104,5°
b) a == 22°, 3 ~ 38°, v = 120°

7. a) V7, 3v/T b) V21, 4y/21

8. 12v/3 +2v/21

5.12. Twierdzenie cosinusow (2)
1. a) |AB| =3 lub |AB| =
b) Taki trjkat nie istnieje.
2. e =32 -6, 3=135

Ly =15

lub ¢ = 3v2 + V6, 3 = 45°, v = 105°

3. a)a=6,a=45,y=90"
b) ¢ = 2v/2, a = 45°, B = 105°
¢) e=3— V3, o= 1057, 7
lub e = 2¢/3, a & 75°, v &~ 45°
d)b=4, f=41°, v~ 19°

4. a) 2v/T em b) 2y/3 em

7 15°

6. a) cosa = &, ostrokatny
b) cosax = D prostokatny
c) cos 3 = _TIT;’ rozwartokatny
d) cosy = — 5. rozwartokatny
1. a) cosy = 1, tak b) cosa = — 22 nie
c) cos (i = —%, nie d) cosa = 0, nie
1 F _ 356 . _ 2.8
2.3}—b]3f ) R==212 r =2
3. a) cosy =z, c=2V13
lub cos~ = —;;, e = 6v5
b) cosy = 3, ¢ = V4l
lub cos v = —% ce=19
4. a) cosy =siny = JEE = %
i g o e _ A/55 R b
b) cosy = St By = =, Pi=des

B 572 Odpowiedzi do dwiczen | zadan, str. 267-278

3.
6.

a) 219 em b) 5 em, 213 em
a) 6 cm, 27 em h) 27 cim, 2+/13 em

7. |PA| ~ 9,98 m, |PB| ~ 839 m

5.13. Zagadnienia uzupelniajace

1%
%

6.

Nel
2
2,3, 6

a) 6,5 cm b) = E cem

Zestaw powtorzeniowy I

; 1A
2.

9.
10.
11.
12.

ol S

1
a)a=0=60° b)a=>50° 3
¢) a=100°; §=130°

60°, 30°

a) 22,5° b) 67.5°

a) 6m(v2—1) b) 12x

|AP| =3, |BQ| =6, |[CR| =
promien okregu przechodzacego przez
punkty A, B, D: 2.5,

promien okregu przichndzsycrego przez
punkty A, B, C: 2=,

odlegltodé migdzy drodkami okregdw: 5

a)1-% b)V3—% ¢) n— 2

55"

P=M,r=3
0
4 cm

a) 3,75 em® b) 6,25 cm?
a) 6w, 47 b) 16(7 — 2)

¢) 8(VZ + 2V V2 +2)

Zestaw powtorzeniowy 11

1.

av'5 — 23, a5 + 23

2. &
3.
4
5

a) B0 b) 42

. a) 32(v2—1) em® b) 4V/2 em?

a) Ob = 2(9 +v21), P = 20v/3
b) Ob = 2(2+3v2+ v6), P = 4(1 +/3)

6. a) okolo 1749 m* b) okolo 926 m*
7. Ob = 2(4 + V2 + v6) cm,

10.
11.

ds = 2v/8 4+ v3 cm

. 3v5

a) 10 em* b) 288 cm?
av'3
a) 10 b) £



Zadania testowe
1.¢C 2.0 3. A 4.C
7.A 8B

3. B 6.D

Przed obowiazkowa matura z matematyki

RP

40°

8w

sin 01 PA =
167(3 — Ev’_} cm?
45°%, 135°
442423+ 6

Przed matura z matematyki
na poziomie rozszerzonyin

135 (13,5)
313
131

J6m em

r—E‘*

g0 iR B oieE RS R i

2
12
- CIT1

A6
-1-21{-’ cIm

2
2T
Potega o wykladniku wymiernym

1. a) —1024 b) 625 ¢) & d) ,;5
f)1 g) 13 h) 3% i) &t J) oo
Ea) 20 By @) 27 d) 2% g) 2716

£) 72 ¢)27° B2t 2 3P

el ol S ol

3. np.: a) 32 b) 5 ¢) 10* d) 6°°
€ 27 £1.1°

4.2)7 b) £ ¢)4 d) £ e)4 )27
B RSERES

)
4
5. np.: a) 78 b) 3% ¢) (2)F @) 5%

101

¢) 3% )5

a)y b)y

7. a) x > 0, 223 h]x}ﬂ,m%
c)z >0,z

8. a]w;ﬂ,y}[l,n:%y"

b)ay£0.2 'y ¢ ab# 0,
d)a=0b+#0, q._'&b

1125
e) 112

6.1. Putqga o wykladniku rzeczywistym

[E)1. 5

2.

3. a) 3. b)

T PR Rk

~ 16,2425, 5Y° = 36,5548
a) 3" ~ 31,5443 b) 5" =~ 156,9925
c) 77 &= 36,4622
5. ¢) 4. d) 1
a) 125 b) 81 ¢) 25 d) 32 e) 1
£)3 g) 32 h) 6
a) 35-_»*‘1? b) 3|+J§ c) ES d) 3~;’§-:+
e) 3V7 f) 37
a) 36 b) 125 ¢) 2 d) 1 e) 1
£f) 343 g) 3 h) 61 i) 216
a) 27+ p) 2v3+3 ) 3vE-
d) 3347 o) 3o §f) 42
a) nie b) tak c¢) nie d) nie
a)y,z b)x.z ¢y, 2
e),f) > b)< a), c)d)=

a) i=—v2 bjz=m c)a=

V2

6.2. Funkcja wykladnicza

[€]1.
g,

@)1

e) x>0, y=10, ot f)x>0,y#0, :-‘ri'fy

(0,1)
a) z.ielmw f, czerwony - g, niebieski - h
bja=3.b=2¢=3 ¢) B.C

zielun} - f , niebieski - g, czerwony — h,

brazowy — k
a} 50.3 < 5“.33 < 5

‘&{:5‘%

b) ?-fﬁ{?ﬂ,i < 7T < 72

c) 0,67 < 0,67 <067 <06°® <06t
d (H'<@7<BI<H <@
a) f(—4) = &, f(=3) = &, f(-1) = &,
f(3) =3, f(3) =27, f(4) =8I

b) f(—4) = 5z f(—3) = z1: [(=3) =%

f(3) =2 f(3) = 64, [(4) = 256
e) f(—4) = 256, f{—'i) = 64, f{—.i} =9
f(3)=3:fB8) =g, J4) = 55
d) f(—4) =16, f(-3) =8, f(—3) = V2,
Hﬁ=§Jm=iﬂU-%
e) f(—4) = m5s, f(-3) =

EI:E'

f(=3) =2, [(3) =2V2, f(3) =512,
F(4) = 4096 £) f(—4) =105,

f(=3) =107% f(—3)=0,1, f(3) = 10,
f(3) = 10%, f(4) = 10°

Odpowiedzi do ¢wiczen | zadan, str. 280-280

373 I



[€]1.

I 374

2. a) tak b) tak ¢) nie d) tak
3. a) nie b) tak c) nie d) tak
4. a) f(z) = (5)" b) f(z)=(3)"
c) flz) =4" d) f(z) = (3)"
5. a). b) malejaca c¢) rosnaca
6. a) 2f <22 <28 <28
b () <@ <@ <™
¢) 7T < Ym<wt <nt
d) 92 <9 VT <9VB g0

7. a) 2561 > 47 > 32 > 8% > 16°7
b) (3)™%> ($)F> > (1) >
> (&)

8. a) np. (—2, %), (0,1), (2,3)

b) np. (—2,2), (0,1), (2, 3)
¢) np. (—3,3), (0,1), (3,2)

9. a) f(z) = g(z) dla = € {0,2},
flz) Z g(z) dla 2 € (—o0;0) U (2; 00)
b) flx) = g(x) dla & € {0, 2},
flz) =2 g(x) dla x € (—00;0) U (2; 00)
¢) f(z) = g(z) dlaz = 1,
flz) 2 g(x) dla 2 € (1;0)

d) f(z) =glz) dlaz = -1,

f(z) = g(x) dla x € (—o0; —1)

e) flz) =g(x) dlaxz=—1,

f(z) 2 g(z) dlaz e (—o0;—1)

f) f(x) =g(z) dla o € {—1,0},

f(z) = g(x) dla x € (—oc; —1) U {0}
10. a) (—oo;0) b) (0;00)

c) (—oo;0) d) (0;00)

11. 2v2 <elf < eV < (ve)' < 9

6.3. Przeksztalcenia wykresu

funkcji wykladniczej (1)

a) g(D) = (—200), y = -2

b) g(D) = (1;00), y = 1

c) (D) = (2;00), y =2

2 alz=1 Br==2 ¢ a=1

3. przesunaé o wektor: a) [4.0] b) [10.0]
) [0

4. a) g(D) = (2;00) b) g(D) = (~2:20)
c) g(D) = (1;00)

5. a), b) malejaca ¢) rosnaca

Odpowiedzi do éwiczen i zadan, str. 200-294

. a) f(D) = (2;00), brak miejsc zerowych,

asymptota: y = 2 b), c) f(D) = (=1; ),
flz) = 0dla & = 0, asymptota: y = —1
d) f(D) = (1;00), brak miejse zerowych,
asymptota: y = 1

e) f(D) = (—4;00), f(x) =0dla

= —1, asymptota: y = —4

f) f(D) =(—3;2), f(z) =0dla

x = —1, asymptota: y = —3
2.0==3

3.a)a=—-4 b)a=3 cja=-16
4. a) v € (—2;00) b) x € (3;0)

e) & € (—oo;—2)

a) r € (—o0;2) b) 2 € (—o0;—1)

¢) x € (—3;00)

a) f(Dy) = (=3:00), g(Dg) = (—00;3)
b) f(Dy) = (1;00), g(Dy) = (—o0;—1)
c) f(Dy) = (—2;00), g(Dyg) = (—o0;2)
a) glz) = 5" — 3, g(D) = (-3;00)

b) g(x) = 5""" + 2, g(D) = (2;00)

¢) g(x) = 5% + 4, g(D) = (4;0)

a) fle) =0dlax =4, f(D)=(—4;00)
b) flz)=0dlaz = —1, f(D) = (—=1;00)
c) brak miejsc zerowych, f(D) = (2:00)
d) f(x) =0dlax =1, f(D) = (—00c;3)
e) f(z) = 0dlaz =2, f(D)=(-1:00)
f) flx) =0dlax =3, f(D)=(-0c0;1)

6.4. Przeksztalcenia wykresn

[€]1.

funkeji wykladniczej (2)
a) f(D) = (0;x), y =2
b) f(D) = (0;00), y =4
¢) f(D) = (0;00), y=1
a) f(D) = (—oc;:—1) b) f(D)=(-10)
c) f(D) = (2:3)
a) f(D) = (1;00), f maleje w (—oc;0),
rosnie w {0;00): g(D) = {(—1;00).
g maleje w (—oo; 0}, rosnie w (0; 00);
h(D) = (1;0¢), h maleje w (—o0; 2),
roénie w (2;00) b) f(D) = (0;1),
f roénie w (—o0;0), maleje w (0; oc);
g(D) = (1;2), g rodnie w (—oc; 0),
maleje w (0;00); h(D2) = (0;1),
h rognie w (—o0; —1), maleje w (—1;00)



(z]1.

a) D =R, f(D) = (0;0¢),

maleje w (—oc; 2), roénie w (2; o)
b) D =R, f(D) = (0;00),

maleje w (—oc; 0), rodnie w {0; oc)
¢) D =R, f(D) = (0;0).
maleje w (—oc; 2), rodénie w (2; 20)
d) D =R, f(D) = (0;0),

maleje w (—oc; 0), rodnie w (0; o0)
e) D =R, f(D)=(2:3),

maleje w (0; 00), roénie w (—oc; 0)
f) D =R, f(D) = (—oc;—1),
maleje w (1; 00), rosnie w (—o0; 1)

2. dla obydwu réwnan: x =0, x =3

a) ], B=11
hlz=0,2=1

C}:I‘:—]_,_-le
djp==], =1 ¢ja=0
i) e=lw=

a) f(z)=g(z)dlaz =1,

flz) = g(z) dla x € (1;00)

b) f(z) =g(z) dlaz =1,

flz) =z glx) dla z € (—o00; 1)

c) fle)=g(z)dlaz =1,

flz) = g(xz) dla z € {1;00)

d) sprzeczne, f(x) =z g(x) dla z € R
a) O dla m € (—o00;0),

1 dla m € {0} U (1; 00),

2 dla m € (0;1)

ISRl AN EENEN

a) | Eod
ol 1 1 X

LUENE RN iNTE T N

HENNE M.
75| X

8.

a) (0,1), (0,2)

b) i{:l ?-)

6.5. Wlasnodci funkcji wykladniczej

[€]1.

5.

.a)z=-3 b)a=

.a)x=-5,2=>5

—6 l‘;]:l'.'=13—l

a)x=7 b)x

=
—
51
|
|
e
o
—
|

2\-
<=5 h].1 <% c)zr=
d] r<3 e)x=
f) x € (—2;2) g} z € (=3;~1)
h) sprzeczna i) x € R\ {1}
alrz3 bz<-2cjzr<gl
d)z € (—2;2)
e) & € (—oo; —1) U (0; 00)
f)zeR
a)x =2 —2 b) x € R ¢) sprzeczna

c}r———‘ig
flz=3

i) sprzeczne

d].TER. Ejﬂ!:—
g]:r=—% h) x =
=

k= S paf=

-

t=—bx=>5

=

a) x € (—oc;6) b)x
c) z € (§:00)

a) mE{—l;-_}}

b) x € (0;1)

¢)z e (—2:0)

x e (0;1)
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6. ST I 4 SR S 6.7. Wiasnosci logarytmow
; O vt bl e e
3.a)2 b)3 ¢)3 d) —1 e)2
= f) -2 g) 1 h) 0 i) -3
L 1X 4d.a)2b)-1«<)g d)—% e 3
| : g 5. a) logy 45 b) log, 500 ¢) logy 144
: PP PP i [@ELa)Z b)-3 ¢l d?2

.j'll."

T T S v Sy 3. a) x >0, loga® b) x>0, lcng%
B M ¢) #0,log10z° d) x>0, logy 74
T e) x>0,y >0, log, 3’y
f) x>0,y >0, log; 22
7. a) 14 b) 28 S 'Dg"?é:
g) x>0,y>0 log, £
6.6. Logarytm h) o5 0, log i%
[€]1.a)5 b)1 )0 d) -2 e) —6 4.a)1 b)16 ¢) 12 d) 3
1 3 2
283 )3 5.2)0 b) =5 ¢) -1 d) 3%
. : l 1 a '
2. ﬂ}i b) =2 «¢) = d) —3 ‘{35 f) -3 6.a)24p b)p—2 ¢)2p—2 d) dp+2
2 31— 3j)—-4k=1D3
g) 3 h) 1} ;1) )5 1) T.a)2p+q b)2p+2¢ ¢} p—2¢
4. a) 100 b) 15 ¢) 10 d) — d)p—q e) 2¢—3p f]%q—p
e) 3 f]L: g) 10 h) 1 g}%p-l—%q h]%p—q
5. a) 0,1761 b) 0,0453 8. a) 1,9 b) 1.7 ¢) 0,1 d) —0,3 e) 0.4
T - Oy
ﬂ) 0,2095 d} {],22-1.3 f] —"D-,:".- E} 0,85 h} 1.6
[Z]1. a) 6 b) 9 ¢) —5 d) —10 e) -3 f) 3
g) % h) —5 1) _TEI i)4 k)10 1) % 6.8. Funkcja logarytmiczna
m) 3 n) —4 o) 4 p) -2 [€]1. (1,0)
2.a) —1 b) —6 ¢)7 d) -2 e) -3 )3 2. a)h b) f ¢)g
g) —3 h) —3 4. a) f(z) > 0dla z € (1;00),
3.a)9 b)5 ¢)5 d)3 e 81 f) 5z g3 flz) <0 dlaze (0;1)
h) 4 b) f(x) > 0 dla x € (0;1),
4.2)3 b)—1¢)6 d)—4 ¢) 1 £)1L flz) <0dlaz € (1;00)
5.2) 1 b)10 ¢) —12 d) 0 e) 2 f) 2 5. a) z € (4;00) b) z € (0;4)
" a5 d) x 0: 8
6.a)a=5 bja=1 c)a=4 dja=1 “;QE{'“‘J h;IEE i
. 6. a) x € (3;00) ze(0;3
T.a)b=32 b)b=2 ¢)b=9 d)b=1 &) z '€ {1:00) d) 2 € (9:00)
- 1 S _ 1 r € (g :
e)b=8 f}b-ﬂlg}b 10 fﬂb , &) z € (0:3) ]TE(NN)
T
9.a)a>0,a#1, log,a® =3 1 7. 8) € (1;2) h}iE[:g'%}
b) a > 0, R%IID.:-“,_,?:_E c}xE{_L? d]l":%—i)
c)a>0,a#l,log, Yty =3 e)xe(3:4) Hze(03)U(2x)
d)a#—1l,a#0,a#1,log,a'" =5 }*:-E{ii}
e)a>0,a#1,log;a" =8 h)z € (0; 5) U(8;0¢)

I 576 Odpowiedzi do céwiczen | zadan, str. 298-307



[Z]1. a) a=3 b)a=5

cJa=1 d)a=+2

2. a) (—o0;0) b) (1500) ¢) (~1;3)
d) (~3:10)

3. a) {—I []'} b) (—3;2) ¢) (—3;3)
d) (—3:%

4. a)z € (1;00) b)z € (0;%)
¢) z € (0;4) d) z € (2;00)

5.a)m>% bym<0
¢) m € (—oo; —1) U (1; 00)
6. a) m € (2;3)
b) m € (—3;0) U (0; 3)
c)me (—1;0)U(0;1)

d) z > 10'%°
8. a)> b) <
9. a)x € (4:64) b)z € (5
d) x € (£:625) e) x € (107°10%)
f)oe(5:2) g) ze(55:32)
h) z € (0;5) U(Bio0) i) z € {g']—,
11. a) 1 b) 0 ¢) 4 d) —1

81)

6.9. Przcksztalcenia wykresu
funkeji logarytmicznej
@2 a) D = (1;00), f(z) =0 dla x =2,
asymptota: @ = 1,
flz) = 1dlax e (3;00)

b) D= (-20c), f(z)=0dlaz=—1, "

asymptota: x = —2,
flz) = 1 dla x € (0; o0)
c) D= (-4;x), flz)=0dlaz = -3,

asymptota: x = —4,
flz) =2 1dlaze (-4;-33)
8. 8)D=(2:c0);x=2

b) D= (l;00),2=1
¢} D=(—2;00), z = -2
d) D= (-3¢),z=-3
e D=(Lo),z=1
f) D=(—2:08), 2 =—2
4. a), b), ¢) D = (—oc;0)
5. a) D=(0;00) b) D=R\ {0}
¢) D=R\ {0}

[Z]1.
7. a) z > 100 b) & > 1000 ¢) = > 10° 2,

1) ¢)z € (1;2) 3.

a) Dy = (0;00)
0 dla m € (—o0;—1)
1 dlam=—1
2dlame (—1;00)
b) Dy = (—o00;0) U (0; 00)

0 dla m € (—oc;0)

g(m) =

gim)=+«¢ 2dlam=10

4 dla m € (0; 00)
c) Dy=R

0 dla m € (—o0; 2)
gim)=4¢ ldlam=2

2 dlam € (2;00)
a)d b) 3+ ¢) ¢
a) D= (-300),a=-3
b} D= (1;00), 2 =1
c) D=(-2;00), 2 = -2
a) D= (—1;0), f(z) < Odlaz € (—1;3)
b) D = (1;00), f(x) <0 dlaxz € ($;00)
¢) D=(200), flz) <0dlaxe (2;3)
d) D =(-3;00), f(z) <0dlaz € (—3;0)
e) D = (—4;00),
flz) <0dlax e (—2;00)
£) D =(1;00),
flz) <0dlaxze {f.”oc:-]

M

4. a), b) D = (0;0¢) ¢),d) D= (—oc;0)
.a) D=(—00;1) b) D= (—00;—-2)
c) D= (—oc;—1)
.. a). B = (Z;00), f{z) =D dlaz =3,

maleje w (2; 3), rodnie w (3; o0)

b} D = (—1;00), f(x) =0 dla x =0,
maleje w (—1;0), rosnie w (0); o)

¢) D=R\ {2},
Ha)y=0dlaz=1,z=23,

maleje w (—oc; 2), rodénie w (2;00)
d) D=R\{-1},

Jlz)=0
roénie w (—oo; —1), maleje w (—1;0¢)
e) D = (—o0;—1) U(1;00),
f(x)=0dlaz=-2 2=2,

maleje w (—o0; —1), rodnie w (1;00)
[) D=R, f(z)=0dlaz =20,

ros$nie w (—o0; 0}, maleje w (0; 00)

dlax=-2, =10,

Odpowiedzi do éwiczer i zadan, str, 307-312

77 I



7. a) 0 dla m € (—o0; —4), 6.10. Zmiana podstawy logarytmu

2 dlam = -4, 1. a) log L b) log, V3 ¢) log,, 121
4 dlam € (—4; ) d) logy ; == €) log 1 L f) logs
b) O dlam € (2:00), 2dlam = 2,

Z]1. a) log, v3 b) log, + ¢) log, 121
el AT 3} lﬂgz :_’IF )) 'ng? E;}E]ﬂfz 34
¢) 0 dla m € (—2;2), ) log, e) log, 0, -

2dlam e {-2,2}, 3.a)a=4p b)a=—3ip c)a=4p

4 dla m € (—o0; —2) U (2; 00) da=gp eJa=-2-p fla=3+3p
8. a) 2 € (—o0; —3) U (—3:0) U (0; 1) U g)a=—3—35p hja=—3p

U {3; oc) 4. 3) 2=5 b)x =81 ¢)Jx=9

b) 2 € (—00; —2) U (2; ) d) z = 10° - V100

c)z € (—2-1)uU(L;2) 8. a,b,e,d € Ry \ {1} a)2 b) -2
9. a)x=0,2=3 blr=L2r=3 10. a) D = (0;00), f(z) = log, =

¢c) z=-1 b) D = (0;00), f(z) = 2log, a
10. a) AN B c) D =R\ {0}, flx) = —log, ||

“

d) D = (0;00), f(x) = —Tlog, @
11. a) 1,771 b) 0,613 ¢) —3,170
6.11. Funkcje wykladnicza

i logarytmiczna — zastosowania

1. yo = 400, po 10 godzinach: 97200
2. a) po 4800 latach b) po 16000 lat
3. o 753% po 56 latach, o 87.5% po 84 latach
4. a) 5700 lat b) 11400 lat
5. 17100 lat
1. a) 8 dni b) 21 dnia
2
3
4
5

=

. 50000 lat

. a) 1835 lat b) 13235 lat

. 22269 lat

. a) okolo 67% b) okoto 13%

6.12. Zagadnienia ugupelniajace

1. a)®= lﬁg% 6 b)r=3 ¢)x= 1&;-;";# 6.3

d) z = logy Le)x=log;;3

f) x = log 12
2.a)xz=2 b) z=1logz 18 ¢)z= -1
d)z=0 e})z=-1
J.alx2=2 b)a=0
c)z=-3 d)z=1z=2
ejz=-1,z2=0 f)z=1
4. a) x =
5. a) r =
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

ca)ye=1 b)a=0,r=1

ey x=0D,a=72 d}:c:[},:t.':f:;
alx=4.1) =4
a) r < 6+ logs; 3 h]milugﬁcl—!&
c) ;E}E—élog‘& 10
a) v <logz 3 b) > logg 625

7T d)x>logy 425
a) r < lngi; 80 b)x < HZIUg% 3
cJx#l d)z>-3
a) z € (—oo0;0) b) z € (—2;00)
c) x € (l;oc) d) @€ (—oo;0) U(2;00)
e) z € (—1;00) f) x € (—oc;log, 3)
a)—1 b)2 ¢) —1
a)g==4;z=4 Byz==15=2

c)e=10=8 dhe==3z==3
a)z=+2 b)z=1
c)x=-—16, =16
d)z=-3,2=3

a) x=—-22=2 b)a=727
r==G6;z=6 d)a=1
a)z=4 b)a=3 c)rx=2%

a)z=64 bjz=2c)z=3 dja=3

a)z=4% bjz=2cjr=3
a)r=w,2=1b)z=1,2=16
Jr=+1, =10 d)x=16
e)g=2,2=4 flz=13,8=2

g) @ = =, x = 10000
Rlg=12=100 1jz=2 jlz=2

a) x € (266) b)xe (—2%—3)

)z €(3;7) d)ze (1;3)

a)x € (1;3) b)z € (3;00) ¢) x e (1;3)
d) z € (3;00) €) x € (2+ 2v/3;00)

f) z € (—=V6;-2) U (2; VB)

a) x € (1;3) b) x € (0;3)
c)x e (—1;14)

a) x € {%;3} b) x € (ﬁ,%}

¢) z € (107°;10) d) = € (0; 1) U (2;00)
e)x € (3:1)U{d:00) f) z € {3}U(5;00)
a)x € (0;1)U(4;00) b)ze(1;2)

c) x € (l;)

Zestaw powtorzeniowy 1

l.a)% l:-}ll c)f‘f d]ﬁla
a)25 b)4 ) L d)3

a)1 b)2 ¢) 20 d) 77

a) 3¢ b) 3% ¢)5% d)2#

a) 251 < 55 < 125% < 25\/5 < 522

b) 407 < L <167% <05 < (V2)

) 370 < (W) P < < o < Y37

d) 4,572 <0,064<2,5 2% < TV

6. a) 12,5803 b) 0.1259 c) 0,0126
d) 0,0013

7. a) f(z) =47 b) f(z) = (3)°
¢) f(z) = (5)"

8. a) f(D)=(—-4;00), flz)=0dlaz =2
b) f(D) = (2; 0c), brak miejsc zerowych
¢) f(D) = (2;0¢), brak miejsc zerowych
d) f(D) =(—o0;4), flz)=0dlaxz =2
e) f(D) = (—o0;1), f(z)=0dlaz=0
f) f(D (—4;00), flz)=0dlaz =0

c) -5 d)—3 e) -3 f) &

)2 8 k2v2 3

-l ol O

-4

3

—

L= ]

=
Bt
s e ||

10. a) 4 b
11.:a) 0= 18" B) =8 c}a::—ﬁ;—i,:n:‘—

12. a) 2 =36 b)x =9 ¢) =100 d) z = 10

Zestaw powtorzeniowy 11

1. a) 81 b) 20 c¢) 12

2. a) 15 b) -2 ¢) 81

3. a]a::}{].yaéﬂ,%
h]m}{],y}l],}—é
)a#0,b>0, % d)z>0,y>0 a2y

=

a)r b)y
5. a) g(x) = —2%, g(D) = (—oc;0)

b) g(x) = (3)"" =1, g(D) = (1)
6. a) z € (l;00) b) x € (3:6)
7. a) maleje w (—oc¢; 3), roénie w (3; 00)
b) maleje w (—oci—1) i w (0; 1),
rosnie w (—1;0) i w (1;00)
¢) roénie w (—o0;0), maleje w (0; o¢)
d) maleje w (—oc; 1), roénie w (1500)
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7. e) maleje w (1;2), roénie w {2;00)
f) maleje w (—o0;0) i w (152},
rosnie w {0; 1) i w (2; 00)

8. a) D= (—o00;1), flx)=0dlaz=0
b) D = (—o0; —1) U (1; 00},
f[x}:[}dlam:—\ﬁ,ﬂ::ﬂ
c) D=R\{-2},
flx)=0dlaz= -2, 2= -1
d) D=R, f(z)=0dlaz=—1,2=0
e) D= (—oc;1) U(4;00),
f(z)=0dlaz =58 = 513
f) D=R\ {-1,1},
flz)=0dlaa=—v11, 2 = V11

9. a) D= (0;1) U(1;0¢)

b) D = (0;1) U (1;00)
¢) D=R\ {-1,0,1}

10. a) x € (—oc; —3) b) z € (—oc; 2)
¢) x € (4;00) d) = € (0;3)
¢} z € (—oo; —1)

f) x € (—o0;—1) U (1;00)

11. a) m € (3;00) b) m € (1;2)
c) mEI[%;oo]l

12. a) m € (4; @)

b) m € (2: 00)
¢) nie ma takiego m

3. a)xz=2 h)z=3 ¢c)g==2

4. a)z<2 b)z>4 ¢)a<—1
d)ez>3 e)a>-32 f)a< -1

15. a) f(~1)=2 b) f(3) =1

16. a) x =4 b) x = 1024 ¢) = = 16

17. a) log; 2 b) logg 5 ¢) logs 16 d) log, £

18. a) 9 b) 2v/2 ¢) 0

19. El} P

N

of 1 [ {11 11iiX
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Zadania testowe
1..B D kG
8.C 9.B

4. C & D 6B 7. A

Przed obowiazkowa matura z matematyki
10

6

a =

1021

PQ| =2

30
tq
(

i o L

=

PR

= 2,13
10. f(z) = (3)"

)" —2

=

Przed maturg z matematyki
na poziomie rozszerzonym

1. a = -‘Tﬁ
2. a) NI NI EEREN
1 %

4. maleje w (—o0; —;l;}i rosnie w (—1;0),

g(x)<2dlaze (-1; _ﬁ}
5.b) NI PPioivHoboboiiotf

Bl 13 2 X
7. m € (1;4)

8. —2+ /10
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algorvim Hornera 110

asymptota 120
hiperbali 128, 131
pionowa 120, 128, 129
pozioma 120, 128, 129

cosecans kata 187
cosinus kata 185
cotangens kata 185
czworokat
bicentryczny 255
wypukly 248

diugosé
tuku okregu 224
okregu 224

dwumian 52
Newtona 68

dziatania na potegach 286

dziedzina naturalna funkcji 152

elipsa 42

funkcja
homograficzna 127
logarytmiczna 305
wyktadnicza 289
wymierna 153

funkecje trygonometryczne
kata ostrego 155
kata wypuktego 200

hiperbola 120, 127
rownoosiowa 131
hiperbole sprzezone 131

hiperboloida 136

iloczyn pierwiastkiw rownania

kwadratowego 27
iloczyn poteg

o tych samych podstawach 286
o tych samych wykladnikach 286

iloraz poteg

o tych samych podstawach 286
o tych samych wyktadnikach 286

jednomian
stopnia n 52
zerowy H2

jedynka trygonometrvezna 194

kat
miedzy styvezng a cieciwa okregu 237
srodkowy w okregu 224, 235
wpisany w okrag 235, 236
konstrukcja
dwunastokata foremnego wpisanego
w okrag 274
pieciokata foremnego wpisanego
w okrag 274
styeznej do okregu 234
szesciokata foremmnego wpisanego
w okrag 274
wspolnej stveznej do dwéeh okregdw
rozlacznych zewnetrznie 234
krzywa tancuchowa 41
kwadrat 248

liczba
e 291, 308
T 224
logarvtmowana 299
pierwiastkdw rownania
kwadratowego 10
logaryvtm 299
dziesietny 300
naturalny 308

metoda bisekeji 109
metody przyblizone rozwiazywania
rownan wielomianowych 108

najmniejsza wartos¢ funkeji kwadratowej
w przedziale domknietym 35
najwieksza wartoé¢ funkeji kwadratowej
w przedziale domknietym 35
nieréownosé
logaryvtmiczna 306, 323
wykladnicza 297, 321

wymierna 148
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odeinek kola (kotowy) 228 promien

adcinki w trapezie 215 wewnetrzny pierscienia kolowego 227
adlegtosé punktu od prostej 230 zewnetrzny pierscienia kotowego 227
okrag 42 prostokat 248

dopisany do trdjkata 273 punkt
okregi Fermata 217

przecinajace sig 225, 231 stycznosci 225, 230

rozlaczne 225, 231 )
ramie

koncowe kata 199
poczatkowe kata 199
romb 248
rozpad promieniotworczy 317
rozwiazanie trojkata 191
rownanie
dwukwadratowe 17
elipsy 42
hiperboli 131
logarvtmiczne 322
okregu 42
wielomianowe 74
wykladnicze 296, 320
rownoleglobok 248
roznica
n-tych poteg liczb rzeczyvwistych 66
szescianow 65

rozlaczne wewnetrznie 225

rozlaczne zewnetrznie 225, 231

styczne 225, 231

styczne wewnetrznie 225, 231

styczne zewnetrznie 225, 231
os symetrii hiperboli 121

parabola 42
paraboloida obrotowa 63
pierscien kolowy 227
pierwiastek
dwukrotny wielomianu 93
jednokrotny wielomianu 93
k-krotny wielomianu 93
rownania kwadratowego 10
wielomianu 74, 85, 88, 90
podstawa logarvtmu 299
podstawowe twierdzenie algebry 69

pole schemat Hornera 110

kota 227 secans kata 187

rombu 209 siatka znakdw 105
rownolegtoboku 209

sieczna
trapezu 210 okregu 230
trojkata 205, 206, 208 paraboli 21
trojkata opisanego na okregu 245 sinus kata 185
trojkata rownobocznego 205 skala logarytmiczna 313
trojkata wpisanego w okrag 242 stopiei
wycinka kola (kolowego) 227 iloczynu wielomiandw 60
postac jednomianu wielu zmiennych 59
iloczynowa funkcji kwadratowej 12 sumy wielomianéw 55
kanoniczna funkeji homograficznej 128 wielomianu 52
ogolna funkcji homograficznej 127 wielomianu wielu zmiennych 59
potega potegi 286 styezna do okregu 230
promien styvczna do paraboli 21
okregu opisanego na trojkacie suma
réwnobocznym 240 pierwiastkéw rownania
okregu wpisanego w tréjkat 246 kwadratowego 27
okregu wpisanego w trojkat szescianow 65
rownoboezny 244 szerokost pierscienia kolowego 227
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szescian
roznicy 64
sumy G4

srodek
okregu dopisanego do tréjkata 273
okregu opisanego na trojkacie 240
okregu wpisanego w trojkat 244
symetrii hiperboli 121

tangens kata 185
tozsamose trygonometryezna 194, 196
trapez 248
rownoramienny 248
trojka pitagorejska 184
trajkat
Herona 208
Pascala 68
trojmian 52
twierdzenie
Bézouta 85
cosinusow 266
o logarytmie iloczynu 302
o logarytmie ilorazu 302
o logarytmie potegi 303
o odeinkach stycznych 231
o pierwiastkach caltkowitych
wielomianu 88
o pierwiastkach wielomianu
stopnia n 94
o pierwiastkach wymiernych
wielomianu 90
o reszcie z dzielenia wielomianu
przez dwumian 54
o siecznych 275

twierdzenie
o styeznej i siecznej 275

o zmianie podstawy logarytmu 314

odwrotne do twierdzenia

Pitagorasa 181
Pitagorasa 180
Ptolemeusza 252
sinusow 261

uktad réwnan drugiego stopnia 42

wielokat
foremny 257
wklesty 248
wypukly 248
wielomian 52
stopnia n 52
wielu zmiennych 57
zerowy 52
wspdatezynnik
jednomianu 52
kierunkowy prostej 204
wielomianu 52
wycinek kola (kolowy) 227
wyraz wolny wielomianu 52
wyrazenie
wymierne 137
wymierne dwdch zmiennyeh 169
wzory Viete'a 27
“’Zﬁl'
Cardano 92
dwumianowy Newtona 68
Herona 208
wzrost wykladniczy 317
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Tablice wartosci funkcji trygonometrycznych

D

e B T R

]
a

100
11
12°
13"
14

15"

167
1 22
18
19
20°
217

23
24°
25°
26°
27
28°
29°
30°
31°
32
33"
34°
35°
36"
37
38"
39°
40°
41°
42°
43"
44°

sin o

10,0000 |

0,0175
0,0349
0,0523
0,0698
0,0872
0,1045
0,1219
0,1392
0,1564
0,1736
0,1908
0,2079
0,2250
0,2419
0,2588
0,2756
0,2924
0,3090
0,3256
0,3420
0,3584
0,3746
0,3907
0,4067
0,4226
0,4384
0,4540
0,4695
0,4848
0,5000
0,5150
0,5299
0,5446
0,5592
0,5736
0,5878
0,6018
0,6157
0,6293
0,6428
0,6561
0,6691
0,6820
0,6947

COS ¥

1,0000
00,9998
0,9994
0,9986
0,9976
0.9962
0,9945
0,9925
(1.9903
0.9877
00,0848
00,9816
0.9781
0,9744
0.,9703
00,9659
0,9613
0,9563
0.9511
0,9455
0.9397
00,9336
0,9272
0,9205
0,9135
0,9063
00,8988
0.8910
00,8829
0,8746
{0, 8660
00,8572
00,8480
0. 8387
0.8290
0.8192
00,8090
0.7986
0,7880
0,7771
00,7660
0,7547
0.7431
0,7314
0,7193

tga

©0,0000

0,0175
0,0349
0.0524
0,0699
0,0875
0,1051
0,1228
0,1405
0,1584
0,1763
0,1944
0,2126
0,2309
0,2493
0,2679
0,2867
0,3057
0,3249
0,3443
0,3640
0,3839
0,4040
0,4245
0.4452
0,4663
0,4877
0,5005
0,5317
0,5543
0,5774
0,6009
0.6249
0,6494
0,6745
0,7002
0,7265
0,7536
0,7813
0,8008
0.8391
0,8693
0,9004
0,9325
0,9657

ctg o

57,200
28,636
19,081
14,301
11,430
9,5144
8,1443
7.1154
6.3138
5,6713
5,1446
4,7046
4,3315
4,0108
3,7321
3,4874
3,2709
3,0777
2.0042
2,7475
2.6051
2,4751
2,3559
2,2460
92,1445
2,0503
1,9626
1,8807
1,8040
1.7321
1,6643
1,6003
1,5399
1,4826
1,4281
1,3764
1,3270
1,2799
1,2349
1,1918
1,1504
1.1106
1,0724
1,0355

cx

45°
467
47°
48°
49°
507

83"
84
85°
86
87
88"
89°

sin o

| 0,7071

0,7193
0.7314
0,7431
0,7547
0,7660
0,7771
0,7880
0,7986
0,8090
0,8192
0,8290
0,8387
0,8480
0,8572
0,8660
0,8746
0,8829
0,8910
0,8088
0,9063
0,0135
0,9205
0,0272
0,336
0,9397
0,9455
0,0511
0,9563
0,9613
0,9659
0,9703
0,0744
0,0781
0,9816
0,0848
0,0877
0,0903
0,0925
0,0045
0,0962
0,9976
0,9986
0,9994
0,9998

COS ¥

- 0,7071

0,6947
0,6820
0,6691
0,6561
0,6428
0,6293
0,6157
0,6018
0,5878
0,5736
0,5592
0,5446
0,5299
0,5150
0,5000
0,4848
0,4695
0,4540
0,4384
0,4226
0,4067
0,3907
0,3746
0,3584
0,3420
0,3256
0,3090
0,2924
0,2756
0,2588
0,2419
0,2250
0,2079
0,1908
0,1736
0,1564
0,1392
0,1219
0,1045
0,0872
0,0698
0,0523
0,0349
0,0175

tga

1.0000

1,0355
1,0724
1,1106
1,1504
1,1918
1,2349
1,2799
1,3270
1,3764
1,4281
1,4826
1,5399
1,6003
1,6643
1,7321
1,8040
1,8807
1,0626
92,0503
21445
2 2460
2,3559
2 4751
26051
2 7475
2,9042
3,0777
3,2709
3,4874
3,7321
41,0108
4,3315
41,7046
5,1446
5,6713
6,3138
7,1154
8,1443
9,5144
11,430
14,301
19,081
98,636
57,290

ctg (i |
1,0000
0,9657
0,9325
0,9004
0,8603
0,8391
0,8008
0,7813
0,7536
0,7265
0,7002
0,6745
0,6494
0,6249
0,6000
0,5774
0,5543
0,5317
0,5005
0,4877
0,4663
0,4452
0,4245
0,4040
0,3839
0.3640
0,3443
0,3249
0,3057
0,2867
0,2679
0,2493
0,2300
0,2126
0,1944
0,1763
0,1584
0,1405
0,1228
0,1051
0,0875
0,0609
0,0524
0,0349
0,0175






nowa
Twoje mocne strony MATeMAtyka
era

Podrecznik MATeMAtyka 2 do zakresu podstawowego i rozszerzonego w spojny i przystepny
sposob wprowadza ucznia w zagadnienia matematyczne. Dzieki niemu lekcje w szkole sg
ciekawe, a jednoczesnie pozwala on na efektywng samodzielng nauke w domu.

Czytelny uktad

Przejrzyste wprowadzenia nowych tresci,
przykfady, proste ¢wiczenia i utozone
zgodnie ze wzrastajacym stopniem
trudnodci zadania tworzg czytelny

uktad kazdego tematu. Utatwia to prace
na lekcjach i w domu.
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Pomocne sekcje e
Warto powtorzy¢ pomagaija lepiej przygotowac e e s
sie do kolejnych lekcji. Warto wiedziec

uzupeiniaja i rozszerzajg tresci z lekgji.

-------

Roznorodne formy przekazu | TEm s e G ESSS T o
Ciekawe infografiki | Zagadnienia uzupetniajace e
urozmaicaja prace na lekcjach i zachecaja ' s s
uczniow do samodzielnych poszukiwar.

@ WIESZ, UMIESZ, ZDASZ

Kazdy dziat podrecznika MATeMAtyka 2
konczy sie dwoma zestawami
powtorzeniowymi, dzieki ktérym uczniowie
moga utrwalic zdobyte wczesniej
wiadomosci. Nastepnie zaczyna sie sekcja
zadan zamknigtych i otwartych, w ktorej
znajdziemy tez Sposoby na zadania
pokazujace rézne metody rozwiazywania
zadan.
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